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Введение 
Изменения в динамике протека-

ния многих природных процессов в 
последние десятилетия прошлого 
столетия привели к некоторому 
нарушению глобального равновесия. 
А это обусловило неопределенность 
состоянии природной среды и соот-
ветственно стратегии и тактики вза-
имодействия общества и природы. 

Прогнозирование катастрофиче-
ских изменений в структуре при-
родных процессов относится к 
группе самых сложных математиче-
ских задач [1, 4]. 

Высокая цена ошибочных реше-
ний при прогнозировании изменений 
обуславливает необходимость совер-
шенствования методологии системно-
информационного анализа процессов 
и базирования прогнозов не на клас-
сических моделях, а на моделях, ис-
пользующих аппарат производящих 
функций, принцип максимума не-
определенности и лагранжевые веро-
ятностные распределения. 

Принципиальным отличием ка-
тастрофических изменений природ-
ных процессов от катастрофических 
изменений в большинстве эргоно-
мических и экономических процес-
сов и систем является неопределен-
ность и искажаемость «массовой» 
информации о прогнозируемых 
условиях функционирования атмо-
сферы, гидросферы и литосферы [5, 
6]. 

Концептуально система таких 
прогнозных исследований может быть описана следующим 
образом [3, 8]: 
• известны начальные (А1) и конечные (Ат) состояния си-

стемы. Необходимо определить состояние Аk, где 

m>k>Т; 
• известно множество последовательных состояний систе-

мы (А1, А2,..., Аm-1). Необходимо определить конечное 

состояние системы Аk; 
• известны промежуточные и конечное состояния системы 

(А2, АЗ,..., Аm) или конечное состояние системы Ат. 

Необходимо определить начальное А1 или некоторые 

промежуточные состояния системы А2, АЗ; 

• известны все состояния системы (А1, А2,..., Аm). Необхо-

димо отыскать набор элементов системы а1, а2, ..., аm и ее 

структуру mааа ,...,, 21 ; 

• известен набор элементов системы (а1, а2, ..., аm). Необ-
ходимо описать поведение системы с переходами после-

довательных состояний mAAA ,...,, 21 ; 

• известен последовательный переход системы по состоя-

ниям ( mAAA ,...,, 21 ). Необходимо отыскать структуру 

перехода состояний и основных элементов 

( mааа ,...,, 21 ). 

 
Методы исследований 
Для решения этих задач в целом применимы следующие 

группы решений и подходов (рис. 1). 
Каждая из групп обладает своими особенностями, но все 
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Рис. 1. Возможные группы решений прогнозных задач 
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они позволяют в той или иной мере учесть конфликтность 
среды существования и развития процесса, а также многокри-
териальность, неопределенность, случайность действий и 
противодействий и многозначность их описания. 

Конфликтная природа процессов требует формализации 
неопределенной (неоднозначной, недостоверной, неизвест-
ной) информации методами математических теорий. Наибо-
лее эффективными являются теории вероятности, ошибок, 
интервальных средних, субъективных вероятностей, много-
значной логики нечетких множеств и нечетких мер и инте-
гралов [3, 4]. 

Применимость всех этих теорий для решения конкретных 
прогнозных задач зависит от особенностей учета ими факто-
ров неопределенности (табл. 1). 

Анализ табл. позволяет отметить, что одной из наиболее 
эффективных математических теорий при решении проблем с 
множественностью неопределенностей является теория не-
четких интегралов, множеств и, особенно, нечетких мер, ба-
зирующиеся на нечетких процессах. 

Отметим, что нечеткая мера является обобщенным поня-
тием вероятностной меры, свободной от ряда ограничений. 

При этом сама мера – это функция множества m:P(x)→R, 

где P(x) – множество всех подмножеств х, и R – множество 
действительных чисел [2, 7]. 

С математической точки зрения нечеткая мера q(•) явля-
ется однопараметрическим расширением вероятностной ме-
ры, которая удовлетворяет условиям ограниченности, моно-
тонности и непрерывности. 

Что касается понятия нечетких процессов, то под ними 
необходимо понимать процесс, состояние которого в каждый 
момент времени t=T может быть описано некоторым распре-

делением нечеткости µt(ω)∈F(Ω) на пространстве состоя-
ний процесса Ω. 

Результаты исследований 
Состояние любой системы может быть определено сово-

купностью динамических процессов, которые формируются 

действием совокупности внешних и внутренних факторов 
{ }xx = , при этом для фактора xxk ∈  возможное состояние 

процесса ограничивается некоторым нечётким процессом, 
описываемым нечётко-интегральным уравнением вида: 

 ( ) ( )
( )

( )•⋅⋅=







∫∫ ω

ωψ

ωωωσ gft,ht
T

прtпр

T

kx
пр

kx , (1) 

где Ttпр ∈ ; T  – нечеткий временной интервал прогноза; 
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 – функция распределения нечеткой меры (нечет-

кости) на T , связывающей пространства T  и Ω , т. е. 

Ttпрxk
:






ωσ  → [01]; ( )∫ •  – нечеткий интеграл; ( )•ωg  – 

расширенная нечеткая мера; ( )прx th
k

,ω  – функция преобразо-

вания нечеткой динамической системы, определяющей её ди-
намику и ( ) ( ) Ω××Ω Tth прxk

:,ω → [01]; ( )ω
прtf  – функция 

распределения плотности произвольного нечеткого множества. 
Зная или задаваясь важностью влияния различных факто-

ров ( ) Xxp : → [01], прогнозирование состояние системы сво-

дится к нахождению такого нечеткого процесса, который бы 
агрегировал исходный процесс с учетом функции ( )xp , т. е. 

 ( ) ( ) ( )( )xptFS прxt
kпр ,,ωσω =

−
, (2) 

где F  – оператор оперирования функции. 
Таким операторам может выступать нечеткий интеграл на 

множестве X  по некоторой нечеткой мере ( )•xω . А так как 

агрегирующие свойства нечеткого интеграла определяются 
распределением меры ( )•xω , то в зависимости от нее он мо-

жет определяться как операцией со свойствами объединения, 
так и операцией со свойствами нечетких множеств со следу-
ющими мерами: 

Таблица 1. Применимость математических теорий для решения прогнозных задач 

Учитываемая характеристика неопределенности 

Возможности теорий по учету факторов 
неопределенности 
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Физическая числовая неопределенность + + +  + - + + 
Физическая нечисловая неопределенность + - +  + + + + 
Противоречия между точностью и неопределенностью - - + + + + + 
Возможность количественной оценки неопределенности + - - + - + + 
Эффективность формализации полного незнания - + + + + + + 
Требования жесткого определения всех событий, факторов и 
характеристик 

- + + - + + + 

Возможность эффективного учета взаимовлияния неопреде-
ленности 

- - - - + - + 

Возможность получения оптимистических и пессимистиче-
ских оценок и уровня доверия к ним 

+ - + + - + + 

Единство подхода к представлению точных, неполных, не-
определенных и нечетких знаний 

- - - - - - + 

Возможность работы с неопределенной информацией на базе 
малых статистических выборок 

- + + - + + + 

Примечание: (+) – возможен, (-) – невозможен учет факторов неопределенности. 
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• для объединения множеств 

 ( ) ( )•⋅∫= ωη
x

F xq , (3) 

где ( ) Xx
n

jn
x jj ∈

−
−= ,

1
η ; 

• для пересечения множеств 

 FF q−= 1ι . (4) 

С учетом функции важности ( )xp  нечетко-интегральное 

уравнение принимает вид: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Fk

kk

qxp
прxFkпрx txpt ,, ωσιωσ ⋅=′ , (5) 

и соответственно – 

 ( ) ( ) ( )ωωωω •⋅∫ ∑= x
x

прkt txS
пр

, , (6) 

где ( )ωω •x  – условная нечеткая мера оператора F . 

Для описания дискретного нечеткого процесса можно ис-
пользовать уравнение вида: 

 ( ) ( ) ( ) ( )•⋅∫⋅∫ ′=
ΩΩ

+ qh ii ωµωωωµ
1

,1 , (7) 

где ( )ωµi  – функция, описывающая состояние нечеткого 

процесса в і-ый момент времени; ( )•q  – нечеткая мера на 

пространстве состояний; ( )ωω ′,h  – нечеткое отношение, 

реализующее оператор вход-выход на расчетном временном 
интервале и ( ) ( ) ( )ωχωµωω

µ 11,
+

⋅′=′ +
i

Hih , ( )ωχ
µ 1+iH  – ха-

рактеристическая функция множества для фиксированного 
Ω∈′ω . 

Мера соответствия ( )ωµ m  истинному состоянию нечет-

кого процесса может определяться мерой возможности (оп-
тимистический) или мерой необходимости (пессимистиче-
ский вариант), т. е. 
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Для модели нечеткого процесса на пространстве Ω  не-
четко-дифференциальное уравнение имеет вид – 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )ωωωωµ τffdutcuthfd ′′⋅= , (9) 

где ( )utc ω  – нечеткая функция управления, заданная на про-

странстве U – значений управляющего воздействия 

( Uu∈ ); ( )uth ω  – оператор нечеткой динамической систе-

мы; ( )ωτf ′′  – нечеткий процесс на Ω  пространстве ( Ω∈ω ). 

Полагая, что эффективность управления нечеткой дина-
мической системой определяется множеством критериев 

( )νθ  с нечеткой мерой их важности ( ) [ ]012: →• θ
θq , в об-

щем случае потери (ухудшение, изменение) ( )ul ,ν  по каж-

дому из показателей (факторов, условий) Ω∈ν  зависят от 

выбора управления ( ) Utu ∈ω,  в конкретный момент време-

ни и для конкретного сотояния системы, т.е. 
( ) [ ]01:, →×Uul θν . 

При этом нечеткое отношение ( )ul ,ω  характеризует рас-

пределение меры возможности потерь по Ω∈ν  при Uu∈ , 

а ( )ul ,ν′  – меру выгодности и ( ) ( )ulul ,1, νν −=′ . 

Отсюда соответственно максимально возможная выгод-
ность по критерию θν ∈  при выборе управления из подмно-

жества UE ≤  определится соотношением  

 ( )[ ]ulj
Eu

,1max ν−=
∈

, (10) 

а минимально возможные потери νννν  соотношением  

 ( ) ( )( )[ ]uluE
Eu

,1,max1 ννχν −⋅−=
∈

, (11) 

где ( )•Eχ  – характеристическая функция множества UE ≤ . 

И тогда соответственно выигрыш по всем критериям в те-
кущий момент времени определится зависимостью: 

 ( ) ( ) ( )•⋅∫ ′=′ θ
θ

θ ν gulul , , (12) 

а интегральный выигрыш определится функционалом: 

 ( )
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( ) ( )•⋅∫⋅∫ ′=
•

qfulI
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Г
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ω
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θ , (13) 

где ( ) [ ] [ ]01:,012: →Ω→• Ω
Гfq  – нечеткий процесс на Ω  

задающей временную нечеткость динамики нечеткого дина-
мического процесса. 

Отсюда в соответствии с принципом оптимальности Бел-
лана функциональное неравенство для определения опти-
мального управления примет вид: 

 ( ) ( ) θ
θ

ν quluI
Uu

⋅∫ ′≥
∈

∗ ,max , (14) 

где функция выигрыша ( )ν,ul′  является нечетким аналогом 
функции Беллана [6]. 

Если рассматривать случай, когда управление определяет-

ся не только временем Tt ∈ , но и состоянием системы 
Ω∈ω , т. е. выбором нечеткой стратегии управления 

( ) [ ]01: →Ω×USt ω  в момент Tt ∈ , то нечеткий выигрыш 

определяется нечетким отношением 
( ) ( )( ) [ ]01:, →Ω×× USl t θων  с расчетными зависимостями: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ •⋅−=•⋅∫=
θ

θ
ωµ

τ ωσνωωϕ
τ

,1,;, ulubqubu , (15) 

где ( )ωµτ  – текущее состояние системы (нечеткое подмно-

жество); ( )ωσθ •  – условная нечеткая мера важности крите-

риев θν ∈  в состоянии Ω∈ω . 
Все это позволяет сделать вывод, что основу решения лю-

бых проблем методами теории нечетких интегралов, мно-
жеств и мер составляет формализация нечетких данных. 

 
Заключение 
На сегодня теория нечетких множеств, мер и интегралов в 

решении проблем прогнозирования природных процессов и 
соответственно состояния и управления гео- и экосистемами 
практически не используется. Имеющиеся комплексы про-
граммных продуктов Fuzzy-технология и Expro-2000 позво-
ляют лишь дать анализ данных, рисков и оценку событий при 
наличии информации, не вызывающей должного доверия 
(словесной, разнородной, низкокачественной) и недостаточ-
ной известности факторов будущего. 

Наблюдающиеся в последние годы катастрофические из-
менения в структуре природных процессов и функционирова-
нии глобальных и региональных гео- и экосистем и объектов 
обуславливают насущную актуальность исследований в обла-
сти разработки методик решения прогнозных задач в услови-
ях неопределенности на базе теории нечетких множеств. 
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ТРАНСФОРМАЦИЯ КАЧЕСТВА ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОД РЕК БЕЛАРУСИ 
 
Введение 
Антропогенным воздействиям на водные ресурсы гидро-

логия и смежные с ней науки уделяют пристальное внимание 
уже более 100 лет. Вначале исследовались преимущественно 
изменения водного режима территории под влиянием различ-
ных видов хозяйственной деятельности. Затем, с началом 
«научно-технической революции» и связанного с ней роста 
загрязнения природных вод, стало актуальным изучение 
трансформации качества водных ресурсов. Это вызвано в 
первую очередь влиянием загрязнения вод на окружающую 
среду, здоровье населения и т. д. 

В настоящее время Беларусь не испытывает острого де-
фицита в воде, аналогичная картина сохранится и на обозри-
мую перспективу. Однако проблема качества поверхностных 
вод уже в настоящее время дает о себе знать. Под воздействи-
ем природных и антропогенных факторов произошли измене-
ния гидрохимического режима рек Беларуси и зачастую не в 
лучшую сторону. Этот процесс, по мере роста промышленно-
го производства, городов и интенсификации сельского хозяй-
ства, будет нарастать. Картина усугубляется тем, что почти 
все крупные реки Беларуси являются трансграничными и 
ухудшение качества поверхностных вод может не только 
негативно отразиться на состоянии окружающей среды, эф-
фективности производства, создать проблему сохранения 
биоразнообразия, но и может стать причиной конфликтных 
ситуаций между государствами, расположенными в одном 
бассейне. Поэтому необходима современная оценка качества 
поверхностных вод и прогноз изменения гидрохимического 
режима рек.  

Подробная современная гидрохимическая картина по-
верхностных вод Беларуси представлена в монографии [1]. 
Целью настоящей работы является оценка трансформации 
гидрохимического режима поверхностных вод по основным 
показателям. 

 
Исходные данные и методика исследований 
В исследовании использовались данные Государственного 

водного кадастра Республики Беларусь за период с 1994 по 
2005 гг. Анализировались изменения по следующим показа-
телям: содержание в воде растворенного кислорода, никеля, 
нефтепродуктов, железа, меди, цинка, фосфатов, азота нит-
ритного, азота аммонийного, синтетические поверхностно-
активные вещества (СПАВ), индекс загрязнения, биохимиче-
ское потребление кислорода за 5 суток (БПК5). 

Основным стандартом качества речных вод в Беларуси яв-
ляется предельно допустимая концентрация химических ве-
ществ (ПДК), устанавливаемая для водных объектов различно-
го назначения. Оценка качества воды при этом производится с 
использованием интегрального показателя – индекса загрязне-
ния воды (ИЗВ), при помощи которого идентифицируются 7 
различных степеней загрязнения поверхностных вод. 

Для оценки трансформации гидрохимического режима 
рек в основном использовались линейные тренды, значимость 
которых определялась коэффициентами корреляции. В зави-
симости от хронологического хода того или иного элемента 
использовались также и нелинейные тренды. Оценка измене-

ния временных рядов оценивалась градиентом изменения (α), 
т. е. величиной численно равной коэффициенту регрессии (а), 

умноженному на 10 лет (α=а⋅10 лет). Значимость коэффици-
ента корреляции установлена на 5 %-ом уровне (rкр=0,576). 

 
Обсуждение результатов 
Способы определения качества природных вод 
Величина критерия ИЗВ нормирована, и эта норма явля-

ется экспертной оценкой; в зависимости от величины ИЗВ 
участки водных объектов подразделяются на классы (табл. 1). 

 
Таблица 1. Классы качества вод в зависимости от значения 

индекса загрязнения вод 
Оценка качества воды Значение ИЗВ Классы вод 
Чистая ≤0,30 I 
Относительно чистая 0,31 – 1,00 II 
Умеренно загрязненная 1,01 – 2,50 III 
Загрязненная 2,51 – 4,00 IV 
Грязная 4,01 – 6,00 V 
Очень грязная 6,01 – 10,00 VI 
Чрезвычайно грязная >10,00 VII 
 
Данная система оценки качества воды является наиболее 

распространенной из-за ее относительной простоты, несмотря 
на очевидные недостатки. 

Основной недостаток системы ПДК заключается в требо-
вании к очистным сооружениям обеспечить концентрацию 
всех компонентов ниже допустимых. Эта задача теоретически 
выполнима, но требует значительных финансовых затрат. 
Поэтому на практике большинство систем очистки воды ори-
ентированы на те приоритетные компоненты состава, которые
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