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Таблица 2. Результаты исследований остаточных напряжений в системе «стекловолокно – смола ЛБС-3» 

Физические величины 
Толщина слоя связующего 

0,ld = 2мкм 0,5d = 10 мкм ld = 20 мкм 50d = 1000 мкм 

kε , отн. ед. -1227×10-6 -527×10-6 553×10-6 2455×10-6 

uε , отн. ед. 213×10-6 913×10-6 1993×10-6 3895×10-6 

ocσ , Н/м2× 105 153 657 1429 2804 
 
волокно, находясь в группе волокон, деформируется так же, 
как исследуемые волокна, так как оно не может влиять на 
общую деформацию образца ввиду превосходящей жесткости 
последнего. При охлаждении образца до температуры Ткон 
средняя относительная деформация константанового волокна 

1 к к
Tε = α ∆ + ε , где к

Tα ∆  - температурная деформация, 
не влияющая на напряженное состояние волокна и протека-

ющая свободно, kε  - показания приборов, отражающие ис-

тинные напряжения в константановом волокне. Одновремен-
но исследуемое волокно деформируется на величину 

2 u uTε = α ∆ + ε , 

где u Tα ∆  - свободная деформация от воздействия темпе-

ратуры; uε  - деформация, отражающая действительное 

напряженное состояние волокна. 
Для образцов, в которых адгезия связующего к волокнам 

достаточно сильна, т.е. исключена возможность сдвига свя-
зующего относительно волокон по поверхности раздела под 
действием нагрузки, допустимо применить гипотезу плоских 
сечений и совместности деформаций в образцах, т.е. 

 k k u uT Tα ∆ + ε = α ∆ + ε , (2) 

откуда  u kTε = ∆α∆ + ε , (3) 

где ( )k u∆α = α − α  - разность коэффициентов темпера-

турного линейного расширения константанового и исследуе-
мого волокон; 

∆ T = (Тотв - Ткон) - разность температуры отвержде-
ния и конечной температуры после охлаждения образцов. 

Что касается величины uε , которая определена по выра-

жению (3), то она отражает среднюю относительную дефор-
мацию исследуемого волокна от совместного воздействия 
осевых и боковых нагрузок. Определить отдельно боковые и 
осевые деформации волокна, как это делается в образце с 
одиночным волокном, достаточно сложно. Для этого необхо-
димо выяснить взаимовлияние деформаций исследуемых и 
константанового волокон. 

Величина uε  позволяет выяснить зависимость остаточ-

ных напряжений в композиционных материалах от различных  

факторов и получить численные значения одного из компо-
нентов напряженного состояния системы - осевого напряже-
ния от совместного действия осевых и боковых нагрузок, т.е. 

 oc u uσ = σ ⋅ ε . (4) 

Для изготовления образцов по описанной выше методике 
использовались стеклянные волокна диаметром 50 мкм, дли-
ной 90 мм в количестве  

 k k

u u

E F
n k

E F
≥ ≈ 7 шт., (5) 

где 19k ≈  - постоянный коэффициент для тензостанции 

ТА-5; 
50 72 10uE ,= ⋅  МН/м2; 

51 6 10kE ,= ⋅  МН/м2; 
2 4 625u uF d= π = π мкм2; 

2 4 100k kF d= π = π  мкм2 

Для изготовления образца использовали 15 волокон. Тол-
щину слоя связующего (фенолформальдегидная смола ЛБС-3) 
на волокнах принимали равной: h =0,1d = 5 мкм, h = 0,5d = 
25 мкм, h = d = 50 мкм и h = 50d = 2500 мкм, температура 

отверждения Тотв =140oС, Ткон = 20oС, kα =17× 10-6 град-1.  

Образцы отверждали при гидростатическом давлении 
100× 105 Н/м2 в течение 3 мин и затем постепенно охлаждали 
до Ткон=20oС. Относительную деформацию и напряжения в 
исследуемом стекловолокне определяли по формулам (3), (4), 

результаты занесены в табл. 2. Знак "минус" при kε  означа-

ет, что константановое волокно растянуто. Из таблицы видно, 
что толщина слоя связующего, характеризующая объемное 
соотношение количества волокна и связующего в образце, 
является одним из факторов, определяющих величины оста-
точных напряжений в полимерной матрице, армированной 
жестким волокном. 
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Рис. 1. Горизонтально нагруженная стенка в упругой среде. 

 
Рис. 2. Расчётная схема стенки в упругой среде. 

 

В работах [1], [2], [3] решение контактной задачи для 
упругого клина, подкрепленного полубесконечной гибкой 
балкой постоянного или переменного сечения, сводилось к 
краевой задаче для аналитических функций с последующим 
ее точным решением. Недостатком указанных работ является 
условие, что конструкция полностью сцеплена с упругим ос-
нованием и поэтому допускалось возникновение растягива-
ющих напряжений в клине. 

В работах [4], [5], [6] впервые была поставлена и решена 
методом двойных сил задача для гибкой фундаментной стенки 
при действии на нее горизонтальной нагрузки с учетом разрыва 
сплошности основания. Напряжения и перемещения получа-
лись с использованием решения Мелана – Горбунова-Посадова 

о горизонтальной силе, приложенной вблизи границы полу-
плоскости, а граничные условия выполнялись с использовани-
ем метода наименьших квадратов, причем точка раздела гра-
ничных условий являлась единственной и заранее неизвестной. 

Также с помощью метода конечных элементов решалась 
задача расчета гибкой фундаментной стенки, погруженной в 
грунт, с учетом разрыва сплошности основания [7] и задача 
расчета железобетонных свай переменного сечения с учетом 
нелинейных деформаций грунтового основания и материала 
свай [8]. Однако в вышеуказанных работах эти контактные 
задачи решались для полупространства и полуплоскости с 
прямолинейной границей. 

Недавно проектные организации РБ стали использовать 
новые нормативные документы [9], где заложены нелинейные 
зависимости ‘σ - ε’ для бетона. Поэтому представляется це-
лесообразным рассмотреть задачу об изгибе железобетонной 
шпунтовой стенки в грунтовом массиве как конструкции, 
широко используемой в условиях плотной городской за-
стройки. Ниже дается решение задачи о железобетонной 
стенке в упругой полуплоскости с ломаным контуром мето-
дом Б.Н. Жемочкина [10] и приводятся некоторые результа-
ты, отражающие эффективность используемого подхода. 

Постановка задачи. 
В работе [11] была поставлена и решена методом Б.Н. 

Жемочкина [10] задача расчета гибкой стенки в упругой по-
луплоскости с ломаным контуром с учетом разрыва сплошно-
сти полуплоскости. Ниже решается методом Б.Н. Жемочкина 
задача расчета гибкой стенки с учетом физической нелиней-
ности материала стенки. Практическим аналогом рассматри-
ваемой задачи является изгиб шпунтовой железобетонной 
стенки в грунтовой среде ввиду невозможности грунта вос-
принимать растягивающие напряжения. 

Рассматривается шпунтовая стенка в грунте. Стенка нахо-
дится в условиях плоской деформации (рис. 1). На стенку 
действует внешняя горизонтальная нагрузка, вызывающая её 
изгиб. Грунтовый массив считается линейно упругой средой с 
постоянными E0, ν0, касательные напряжения в контактной 
зоне стенки не учитываются. Весь расчет делится на два эта-
па: линейный расчет и нелинейный расчет. 

При изгибе стенки вследствие невозможности возникно-
вения растягивающих напряжений на контакте стенки и грун-
та, будут возникать разрывы сплошности грунтовой среды, а 
края щели, возникающей в упругой среде, не будут смыкать-
ся. Для учета разрыва сплошности упругого основания будем 
считать, что стенка вставлена в щель между двумя клиньями с 
углами 2α и 2ξ и между стенкой и клиньями могут возникать 
только сжимающие напряжения. Расчет стенки будем вести 
методом Б.Н. Жемочкина. С этой целью разобьём область 
контакта между стенкой и упругой средой на участки длиной 
c. Поэтому расчетная схема рассматриваемой задачи будет 
иметь вид, изображённый на рис.2. 

Основная система способа Б.Н. Жемочкина изображена на 
рис. 3. В данном случае необходимо рассматривать три обла-
сти по длине стенки: 
Ω1 – область стенки, контактирующая с правой стороной 

щели в упругой полуплоскости, где при i ≤ k: Хi<0 и yi = Fi
пр

; 

Ω2 – область стенки, контактирующая с левой стороной ще-

ли в упругой полуплоскости, где при i ≥ m: Хi<0 и yi = Fi
лев

; 

Ω3 – область стенки, не контактирующая ни с одной из 

сторон щели в упругой полуплоскости, где при k ≤ i ≤ m: 
Хi=0 и F i

лев < yi < F i
пр

, 

где Fi
лев

, Fi
пр – горизонтальные перемещения i-той точки правой 

или левой грани щели в упругом полуплоскости, соответственно; 
yi – прогиб i-той точки шпунтовой стенки. 
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 (1) 

где Xi – усилие в связи Жемочкина с номером i; 
u0 – горизонтальное перемещение вершины стержня; 

φ0 – угловое перемещение стержня на поверхности упругой среды; 

с – длина участка Б.Н. Жемочкина. 
 

Решение задачи. 
I. Линейный расчет 
Исходными данными для линейного этапа являются (при 

расчете используются данные проекта “Участок продления 
второй линии Минского метрополитена от ст. Фрунзенская до 
ст. Пушкинская”, разработанного Минскметропроект): 
линейные размеры стенки и данные по ее армированию; 
значение начального модуля упругости бетона стенки Eb; 
упругие характеристики основания E0, ν0, величина внешней 

горизонтальной нагрузки P. 
Алгоритм расчета стенки на первом этапе следующий. 

Шпунтовая стенка разбивается по длине на n участков и задает-

ся начальный массив жесткостей 
( ) ( )0 1i y bB I E i ,n= ⋅ = , где 

yI  – приведенный момент инерции сечения стенки шириной 1 

метр. Система канонических уравнений способа Б.Н. Жемочки-
на [10] для расчёта стенки  имеет следующий вид (рис. 3). 

Коэффициенты при неизвестных усилиях в системе (1) δi,j 

и δ΄i,j определяются по следующим формулам: 

 
i , j i , j i , j

i , j i , j i , j

F y ,

F y ,

δ = +
′ ′δ = −

 (2) 

где i , jF  – перемещение точки i грани щели от действия рав-

номерно распределенной по участку j этой же грани щели 
единичной нагрузки; 

i , jF ′  – перемещение точки i одной грани щели от дей-

ствия равномерно распределенной по участку j другой грани 
щели единичной нагрузки. 

Рис. 3. Основная система смешанно-
го метода для расчета стенки 
с учетом разрыва сплошно-
сти упругого основания. 
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Слагаемые i , jy  в формулах (2) определяют прогибы шпун-

товой стенки в основной системе смешанного метода (рис. 3) и 
определяются как результат перемножения эпюр изгибающих 

моментов iM  и jM , построенных в основной системе от 

действия единичных сил iX и jX , соответственно. 

 
i j

i , j
i

M M
y dx

B

⋅
=∑∫ . (3) 

Так как эпюры iM  и jM  подчиняются линейному зако-

ну, то интегрирование можно заменить перемножением эпюр, 
т. е. формула для определения прогиба стенки на каждом 
участке примет следующий вид: 

{ }

1

2 1 2 1
2 2

min i , j i j

i , j
s s

s s
a c a c

y c
B=

− −   − ⋅ ⋅ − ⋅   
   = ⋅∑ , (4) 

где ia  и ja  – расстояния от вершины стенки до узла i или 

узла j стенки, соответственно (рис. 3). 

Методика определения перемещений i , jF  и i , jF ′  в упру-

гой полубесконечной среде с щелью от действия единичной 
горизонтальной силы, распределённой по участку щели, из-
ложена в статье [11]. 

Решение системы (1) находится итерационным путём. За-
даётся начальное положение точек раздела граничных усло-
вий k и m, или точек нулевых напряжений (рис.2), т.е. номера 
участков, между которыми связи Б.Н. Жемочкина выключа-

ются из работы. Затем составляется матрица коэффициентов 
при неизвестных для решения системы канонических уравне-
ний. Далее решается система канонических уравнений и ана-
лизируется полученное решение. Если усилия во  всех связях 
Б.Н. Жемочкина получаются отрицательными и не происхо-
дит перекрывания граней щели, то данное решение является 
искомым. В противном случае задаётся новое положение то-
чек раздела граничных условий k и m, и расчёт повторяется. 

В том случае, если решение системы уравнений будет яв-
ляться искомым, по полученным усилиям в связях Б.Н. Же-
мочкина определяем контактные напряжения на границе 
‘стенка – упругое основание’, эпюры внутренних усилий в 
шпунтовой стенке, перемещения правой и левой граней щели 
от внешней нагрузки на стенку. 

II. Нелинейный расчет. 
Полученные результаты линейного расчета (положение 

точек раздела граничных условий k и m, или точек нулевых 
напряжений на контакте стенки и полуплоскости; значения 
изгибающих моментов, определенные в узлах стенки) явля-
ются исходными данными для расчета на нелинейном этапе. 
Известными также считаются законы деформирования σ – ε 
для материалов стенки. Расчет на втором этапе также ведется 
итерационным путем.  

Согласно [9] для расчета железобетонных конструкций по 
второй группе предельных состояний допускается использо-
вать диаграмму деформирования конструкции, связывающую 
изгибающий момент и кривизну. Построение диаграммы 
‘момент-кривизна’ для данного сечения осуществляется сле-
дующим образом. С помощью программы BETA 3.2 зависи-
мость изгибающего момента от кривизны определяется как 
функция, заданная рядом узловых точек (рис. 4). 

Рис. 4. Зависимость изгибающего мо-
мента от кривизны, заданная 
рядом узловых точек. 

Рис. 5. График зависимости ‘момент-
кривизна’. 
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Таблица 1. 

№  
итерации maxM ,т·м maxσ , т/м2 

( )
0

02
01

E ϕ
− ν

 ( )
0

02
01

E
u

− ν
 

0 80,41 17,94 35,797 228,122 
1 65,58 22,96 51,421 224,398 
2 67,27 22,46 49,892 225,700 
7 67,36 22,44 49,892 225,158 
8 67,51 22,39 49,770 225,190 
47 67,43 22,42 49,828 225,174 
48 67,43 22,42 49,829 225,174 

 
Аналитическое выражение диаграммы “M – 1/ρ” находим 

с помощью программного пакета “Mathematica 5.0”. В резуль-
тате истинная функция M(1/ρ) для рассматриваемой задачи 
заменяется аппроксимирующей функцией 

( )
1

900

31
900

9

31
900

15

1 1
1 6304 48 76972 6

1
3 8086 10

1
1 6815 10

M / , , e

, e

, e ,

−
ρ

−
ρ

−
ρ

ρ = ⋅ + ⋅ ⋅ −
ρ ρ

 − ⋅ ⋅ ⋅ + ρ 

 + ⋅ ⋅ ⋅  ρ 

 (8) 

график которой проходит через область узловых точек, обеспе-
чивая наименьшую среднеквадратичную погрешность их пред-
ставления (рис. 5). Таким образом строится диаграмма ‘момент-
кривизна’, которая состоит из трех участков, соответствующих 
стадиям работа стенки: до образования трещин, с трещинами при 
упругой работе арматуры и при неупругих деформациях армату-
ры и бетона вплоть до достижения предельного состояния. 

На основании полученной диаграммы по предыдущему 
расчету создается массив кривизн для каждого участка стенки 
при её расчете методом Б.Н. Жемочкина. Затем по получен-
ному массиву кривизн и соответствующим значениям изги-
бающих моментов на каждом участке составляется массив 

жесткостей ( k )
iB  для нелинейного расчета, 

 
( )1

z
( z ) i
i z

i

M
B

/
=

ρ
, (9) 

где i = (1, n) – номер участка стенки, z = 1,2,… – номер ите-
рации нелинейного расчета. 

Следовательно, меняются и значение прогибов стенки на 
каждом участке в основной системе: 

 
( )

( ) ( )

( )

z z
z i j

i , j z
i

M M
y dx

B

⋅
=∑∫ . (10) 

Таким образом, расчет физически нелинейной стенки за-
меняется итерационным линейным расчетом стенки кусочно-
постоянного сечения. 

Далее расчет ведется аналогично линейному расчету — 
составляется и решается система уравнений, такая же, как и 
на первом этапе (см. система уравнений (1)), но при новом 
массиве жесткостей. Полученные значения неизвестных этой 
системы будут являться исходными данными на следующей 
итерации. Итерационный процесс продолжается до тех пор, 

пока значения искомых усилий ( z )
iX  на двух соседних ите-

рациях не совпадут в пределах допустимой точности, 

0( z )
iX < , и не произойдет перекрывания граней щели. 

Результаты. 
Для численной реализации предполагаемого подхода авто-

ром была составлена программа на языке Microsoft Fortran 
POWERSTATION V4.0. Исходными данными являлись: ν0 – 
коэффициент Пуассона; E0 – начальный модуль упругости 

грунтового основания, Eb – начальный модуль упругости бето-
на стенки, α и β – углы раствора правого и левого клина, соот-
ветственно; DLINP и DLINL – длины правой и левой границы 
щели, соответственно; P – величина внешней горизонтальной 
сосредоточенной силы; h – плечо силы P. Результатами расче-

Рис. 6. Изменения контактных 
напряжений по длине 
стенки на нескольких 
итерациях. 
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та являлись: внутренние усилия в сечениях стенки (поперечные 
силы и изгибающие моменты для каждого участка), форма ще-
ли и прогибы шпунтовой стенки в каждом. При расчете приня-
то: ν0=0,33,  E0=2000 т/м2, Eb=4050000 т/м2, α=π/4 и β= π/4, 

DLINP=8м и DLINL=4м, P=50 т, h=0 м. 
Стенка по длине была разбита на n = 20 участков. При 

этом сплошной контакт между двумя плоскими клиньями, 
начиная от вершины щели, был заменен контактом в отдель-
ных точках для пятидесяти участков той же длины [11]. Опи-
раясь на данные упругого расчета [11], номера точек раздела 
граничных условий k и m можно задавать в определенных 
пределах, отбросив те значения, для которых результаты за-
ведомо не будут искомыми. 

Полученные на линейном этапе результаты согласуются с 
результатами, полученными при упругом расчете стенки с 
учетом ее гибкости [11]. 

На рис. 6 показано изменение контактных напряжений по 
длине шпунтовой стенки при действии на нее сосредоточенной 
силы для нескольких итераций на линейном и нелинейном эта-
пах расчета, а также приведены значения максимальных изги-
бающих моментов. Отсюда можно сделать вывод об искомом 
решении линейной задачи, причем этому решению соответ-
ствуют точки раздела граничных условий k = 17 и m = 18. 

В таблице 1 приведены значения максимального изгиба-
ющего момента, максимального контактного напряжения и 
перемещений вершины стенки на поверхности упругой среды 
на линейном этапе расчета (итерация №0) и на нескольких 
последующих итерациях нелинейного расчета (для точек раз-
дела граничных условий k = 17 и m = 18). Следует отметить, 
что перемещение стенки на поверхности полуплоскости явля-
ется относительной величиной. 

Отсюда видно, что итерационный алгоритм при данной 
нагрузке достаточно быстро сходится: на итерациях № 1-2 
результаты сходятся с точностью 2 51,ε = %, а уже на итера-

циях № 7-8 – с точностью 0 23,ε = %. При этом можно сде-
лать следующие выводы: 

1) при переходе к расчету физически нелинейной стенки 
значение максимального изгибающего момента в сечении 
стенки уменьшается с уменьшением жесткости стенки; 

2) при переходе к расчету физически нелинейной стенки  
значение относительного перемещения вершины на поверх-
ности упругой среды уменьшается, а значение углового пере-
мещения — увеличивается с уменьшением жесткости стенки. 

3) по сравнению с линейным решением положение мак-
симального контактного напряжения при нелинейном расчете 
смещается к вершине стенки. 

Следует также отметить, что при переходе от одной близ-
кой к искомому решению итерации к другой величины изги-

бающих моментов и поперечных сил, перемещений вершины 
стенки на поверхности упругой среды изменяются незначи-
тельно. 

Заключение 
Полученные результаты могут найти применение при 

строительстве метро неглубокого заложения в условиях плот-
ной городской застройки. 
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Мусюк А., Рихтер З. 

ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ СТАТИЧЕСКИ 
ОПРЕДЕЛИМЫХ ДВУХСЛОЙНЫХ ФЕРМ 

 
Введение 
Топологическая оптимизация конструкции основана на 

поиске наилучшей конфигурации элементов конструкции. 
Она является наиболее трудным видом оптимизации, т.к. из-
менение топологии изменяет структуру уравнений математи-
ческой модели. Кроме того, пространство конструкций име-
ющих разные топологии дискретно и, следовательно, не име-

ет структуры облегчающей математический анализ и вычис-
ления. С другой стороны, топологическая оптимизация может 
принести больше пользы, чем оптимизация других парамет-
ров конструкции: формы, сечений или материала. Всесторон-
нее обсуждение топологической оптимизации конструкции 
содержат обзорные работы [1-4]. 

Фермы были исторически первым предметом топологиче-
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