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УДК 624.012.35 

Рак Н.А. 

СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БЕТОНА. 
2. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ БЕТОНА 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Современные методы расчета железобетонных конструк-
ций основаны на использовании диаграммы деформирования 
бетона при сжатии как обобщенной характеристики его меха-
нических свойств. Имеющиеся экспериментальные данные 
свидетельствуют о том, что полная диаграмма деформирова-
ния бетона при сжатии имеет как восходящую, так и нисхо-
дящую ветви. Границей между ветвями диаграммы является 
точка, соответствующая моменту достижения напряжениями 
в бетоне σс его предела прочности на сжатие fc и относитель-

ными деформациями бетона εс пиковой относительной де-

формации εс1 (при 1c cε εε εε εε ε≤  наблюдается восходящая ветвь 

диаграммы, а при 1c cε εε εε εε ε≤  — нисходящая). Многочисленные 

предложения по аналитическому описанию диаграммы де-
формирования бетона основаны на наиболее точном описа-
нии использованных при их выводе экспериментальных диа-
грамм. Различные предложения по описанию диаграмм де-
формирования бетона при сжатии подробно рассмотрены в
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Рис. 1. К определению диаграмм деформирования элементов структурно-механической модели бетона 

 
монографиях [1,2,3]. Все аналитические зависимости можно 
условно разделить на две основные группы. В предложениях 
первой группы обе ветви диаграммы описываются одной за-
висимостью, а в предложениях второй для каждой ветви даны 
отдельные зависимости. 

В нормах проектирования бетонных и железобетонных 
конструкций [4,5] для выполнения нелинейных расчетов кон-
струкций рекомендовано пользоваться зависимостью  

 ( )
2
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σσσσ η ηη ηη ηη η

ηηηη
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где ηηηη = εεεεс /εεεεс1; εεεεс1 — относительная деформация (‰), соот-
ветствующая пиковой точке диаграммы деформирования, 

fcm — средняя прочность бетона (МПа); 

11,1 c c cmk E fεεεε= ⋅ ⋅ ; Ec — модуль упругости бетона (ГПа), 

вычисляемый по формуле ( )0,3

, 22 10cm n cmE f= ⋅ . Зависи-

мость (1) допускается использовать как на восходящей, так и 
на нисходящей ветви диаграммы, т.е. она относится к первой 
группе предложений. При этом использование нисходящей 
ветви деформирования ограничено величиной предельной 

относительной деформации εεεεсu1. Величины εεεεс1 и εεεεсu1 уста-

новлены в нормах в зависимости от величины fcm. 
Нормами [4,5] при расчете прочности сечений железобе-

тонных конструкций допускается применять параболически-
линейную диаграмму, для которой взаимосвязь между напря-

жениями σс и относительными деформациями εεεεс описывается 
следующими зависимостями: 

при 2c cε εε εε εε ε≤   
2

1 1

n

c c

cd cf

σ εσ εσ εσ ε
εεεε

 
= − − 

 
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при 2 2c c cuε ε εε ε εε ε εε ε ε≤ ≤  1c

cdf

σσσσ = , (3) 

где fcd — расчетное сопротивление бетона (МПа); n — показа-

тель степени; εεεεс2 — относительные деформации (‰), соответ-

ствующие максимальным напряжениям на диаграмме; εεεεcu2 — 
предельные относительные деформации (‰) бетона. Величины 

n, εεεεс2 и εεεεcu2 установлены в нормах в зависимости от величины 

fc.. Таким образом, при расчете прочности сечений для расчета 
железобетонных конструкций нормами использована зависи-
мость, относящаяся ко второй группе предложений. 

Параметры диаграмм деформирования, приведенные в 
нормах [4,5], зависят только от прочности бетона. При этом 
не учитываются технологические параметры бетона (состав 
бетонной смеси, свойства вяжущего и заполнителей, условия 
формования и т.д.). 

Для получения более обоснованных с этой точки зрения 
параметров диаграмм деформирования следует использовать 
структурный подход, являющийся наиболее перспективным 
направлением совершенствования теории прочности и де-
формативности бетона. Одним из возможных вариантов ис-
пользования структурного подхода является структурно-
механическое моделирование бетона как многокомпонентно-
го материала, учитывающее реальное напряженно-
деформированное состояние компонентов бетона при его 
сжатии. 

Основные положения отвечающей этим требованиям 
структурно-механической модели бетона были сформулирова-
ны в проведенных ранее в Белорусском национальном техни-
ческом университете исследованиях [6,7]. Методика определе-
ния параметров структурно-механической модели изложена в 
статьях [8,9], а ее применимость для прогнозирования модуля 
деформаций бетона обоснована в статье [10], предваряющей 
данную статью. Ниже рассмотрены вопросы использования 
указанной структурно-механической модели для прогнозиро-
вания параметров диаграммы деформирования бетона. 
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Рис. 2. Зависимость величины продольного усилия на модель от ее относительных деформаций 

 
ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ СТРУКТУРНЫХ 

КОМПОНЕНТОВ БЕТОНА 
В бетоне выделены два структурных компонента — мат-

рица и расположенный в ней заполнитель. При этом для мел-
козернистого бетона (цементно-песчаного раствора) матрицей 
считается цементный камень (cement paste), а заполнителем 
— песок (fine aggregate). Для трехкомпонентного бетона в 
качестве матрицы уже принимается цементно-песчаный рас-
твор (cement mortar), а в качестве заполнителя — зерна круп-
ного заполнителя (coarse aggregate).  

Диаграммы деформирования цементного камня, мелкого 
и крупного заполнителя считаются известными. 

Анализ данных исследований [11–13] показал, что для 
диаграммы деформирования цементного камня можно при-
нять следующие зависимости: 

на восходящей ветви (при 1cp cpε εε εε εε ε≤ ) 
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1 1
cpn

cp cp

cp cpf

σ εσ εσ εσ ε
εεεε

 
= − −  

 
,  (4) 

на нисходящей ветви (при 1cp cpε εε εε εε ε> ) 

 
1

cpk

cp cp

cp cpf

σ εσ εσ εσ ε
εεεε

 
=   
 

, (5) 

в которых fcp — прочность цементного камня на сжатие 

(МПа); εcp1 — относительные деформации (‰) цементного 
камня, соответствующее максимальным напряжениям на диа-
грамме, параметры ncp и kcp определяют характер диаграммы 
деформирования. 

Эти параметры следует определять по формулам 

 1cp cp cp cpn E fεεεε= ⋅ ; (6) 

 
( )

( )1 0,5

ln 0,5

ln
cp

cp cp

k
ε εε εε εε ε

= , (7) 

в которых Ecp — начальный модуль упругости цементного 

камня (ГПа), εcp0.5 — относительные деформации (‰) цемент-
ного камня на ниспадающей ветви при напряжениях, равных 
половине максимального напряжения на диаграмме. 

Анализ показал, что для цементного камня с ростом его 
прочности fcp от 20 до 150 МПа величина параметра ncp 
уменьшается от 2,5 до 1,25. Следует отметить, что объем экс-

периментальных данных о поведении цементного камня на 
ниспадающей ветви весьма ограничен. Однако имеющиеся 
данные свидетельствуют о, как правило, хрупком характере 
разрушения цементного камня, при котором величина пара-
метра kcp. изменяется в пределах от 15 до 20. В связи с этим 
до получения более достоверных данных рекомендуется ве-
личину коэффициента kcp принимать равной 15. 

Анализ данных исследований [11-13] показал, что для 
диаграмм деформирования мелкого и крупного заполнителя 
можно принять аналогичные зависимости с заменой во всех 
выражениях индексов cp на индексы fa и сa соответственно 
для мелкого и крупного заполнителя. 

При этом для природного плотного заполнителя величина 
параметра nfa или nсa практически не зависит от его прочно-
сти и изменяется в пределах от 1,02 до 1,10. В связи с этим 
рекомендуется принимать для расчетов величину коэффици-
ента 1,05. Что касается величины параметра kfa или kсa, то он 
изменяется в значительных пределах от 1,1 до 6. Однако 
большинство опытных данных расположено в пределах от 1,6 
до 2,8. В связи с этим до получения более достоверных дан-
ных рекомендуется принимать величину коэффициента kfa 
или kсa равной 2. 
 
МЕТОДИКА ПОЛУЧЕНИЯ ДИАГРАММ ДЕФОРМИ-

РОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ СТРУКТУРНО-
МЕХАНИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ БЕТОНА 

Структурно-механическая модель бетона состоит из рабо-
тающих параллельно двух элементов — центрального и 
наружного (рис. 1). 

Наружный элемент (3 на рис. 1) имеет цилиндрическое 
сечение с полостью переменного радиуса и имитирует менее 
нагруженную часть матрицы.  

Приложим к наружному элементу усилие такой величины, 
когда на верхнем и нижнем торцах величина относительной 
деформации в материале матрицы (цементном камне для мел-
козернистого бетона, цементно-песчаном растворе для трех-
компонентного бетона) составит εm. При этом напряжения в 
матрице в сечениях, расположенных на верхнем и нижнем 
торцах наружного элемента, составят  
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Таблица. Основные результаты вычислений параметров диаграммы 

Источник Матрица 
Вид 

заполнителя 
Шифр 1,modcεεεε  

‰ 
1,c obsεεεε  

‰ 

1,mod

1,

c

c obs

εεεε
εεεε

 ,modcf , 

МПа 
,c obsf , 

МПа 

,mod

,

c

c obs

f

f
 

[14] 
Цементно-
песчаный 
раствор 

Базальт B 1.86 1.50 1.240 84.3 78.0 1.081 
Диабаз D 1.94 2.10 0.923 85.3 84.0 1.015 
Габбро Gb 2.17 2.30 0.943 91.3 88.0 1.038 
Гранулит Gr 2.52 2.60 0.969 99.6 80.0 1.245 
Известняк L 2.18 1.90 1.147 81.1 70.0 1.159 
Кварцит Q 2.15 2.50 0.860 91.3 88.0 1.038 
Серпентин S 2.14 2.10 1.019 89.6 82.0 1.093 

[15] 

Цементный 
камень 

Кварц 2 2.33 — — 108.1 106.3 1.017 
Известняк 5 2.72 — — 113.9 112.1 1.016 
Известняк 8 2.24 — — 89.3 101.9 0.876 
Базальт 10 2.45 — — 111.1 104.9 1.059 
Кварцит 12 3.14 — — 124.1 108.4 1.145 

Цементно-
песчаный 
раствор 

Кремень (5-12,5) 3 1.90 — — 92.0 90.5 1.017 
Кремень (5-25) 4 1.92 — — 90.0 86.8 1.037 
Известняк (5-12,5) 6 2.18 — — 110.6 109.5 1.010 
Известняк (5-25) 7 2.17 — — 109.9 107.7 1.020 
Известняк (5-25) 9 2.19 — — 85.8 89.0 0.964 
Базальт (6-20) 11 2.00 — — 101.4 90.9 1.116 
Кварцит (4-20) 13 2.39 — — 113.0 101.8 1.110 

[16] Цементно-
песчаный рас-

твор Полистирол (3-7) 

ECH1 1.52 — — 39.36 36.8 1.070 
ECH2 1.39 — — 30.78 27.6 1.115 
ECH3 1.25 — — 23.32 23.7 0.984 
ECH4 1.12 — — 17.29 16.1 1.074 
Итого среднее  1.015 — — 1.056 

Коэффициент вариации  0.132 — — 0.071 
 

 ,

1

1 1
mtn

m
m ext m

mt

f
εεεεσσσσ
εεεε

  
= − −  

   

, (8) 

а усилие в наружном элементе можно определить 

 ( )2 2

,ext o a m extN r rπ σπ σπ σπ σ= ⋅ − ⋅  (9) 

Тогда напряжения в матрице в сечении наружного эле-
мента, отстоящем на расстоянии x от торца модели, можно 
определить по формулам  

при 10 x h≤ ≤  

 ( ) ( ), 2 2 2

.

ext
m ext

o a

N
x

r r x
σσσσ

ππππ
=

⋅ − +
 (10) 

при 1 a math x r δδδδ≤ ≤ +  

 ( ) ( ), 2 2

.

ext
m ext

o c

N
x

r r
σσσσ

ππππ
=

⋅ −
 (11) 

Соответствующие этим напряжениям величины относи-
тельных деформаций можно определить по следующей зави-
симости  

 ( ) ( )
1

,

, 1 1 1
mn

m ext
m ext m

m

x
x

f

σσσσε εε εε εε ε

 
  
 

 
  = − −     

. (12) 

В результате подстановки в (12) величин напряжений по 
(10) и (11) получается зависимость, связывающая относи-
тельные деформации в любом сечении наружного элемента с 
действующим в этом элементе усилием Next. 

Используя эту зависимость, необходимо получить полное 
укорочение наружного элемента при действии усилия Next. 
Для этого необходимо взять определенный интеграл по х в 
пределах всей длины элемента. Однако, несмотря на неслож-

ный вид получаемой зависимости, вычислить указанный ин-
теграл в замкнутом виде оказалось возможным только для 
натуральных значений параметра nm. Поскольку, как прави-

ло, фактические значений параметра nm не являются нату-
ральными числами, интеграл следует определять методом 
численного интегрирования. 

Для этого наружный элемент модели разделяется на гори-
зонтальные слои. Причем величины толщины слоя следует 
принимать одинаковыми в пределах каждого из размеров h1, 

h2 и δmat. 
В результате численного интегрирования получают вели-

чину укорочения наружного элемента ext∆ , а затем величину 

относительной деформации наружного элемента модели  

 
( )1 22

ext
ext

math h
εεεε

δδδδ
∆=

⋅ + +
. (13) 

Пошагово увеличивая относительную деформацию εm 
матрицы, получаем на каждом шаге соответствующее ей уси-
лие No и относительную деформацию εext наружного элемен-
та модели, т.е. в итоге получается зависимость 

( )ext extN f εεεε= . 

Для нахождения указанной зависимости на ниспадающей 
ветви было принято допущение от том, что на всем протяже-

нии этой ветви отношение ext mε εε εε εε ε  остается постоянным и 

равным этому отношению, полученному при 1m mε εε εε εε ε= , т.е. 

при максимальной величине усилия в наружном элементе.  
В центральный элемент входят два полушара (1 на рис. 3), 

имитирующих заполнитель, и соединяющий полушары сред-
ний элемент (2 на рис. 3) цилиндрического сечения, имити-
рующий наиболее нагруженную часть матрицы. 
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В связи с наличием в центральном элементе двух компо-
нентов задача определения его укорочения становится более 
сложной, чем для наружного элемента модели. 

Первоначально определяют, по какому из сечений будет 
происходить разрушение центрального элемента. В случае, 
когда прочность заполнителя больше чем прочность матрицы, 
разрушение центрального элемента будет происходить по 
матрице в пределах центральной зоны длиной 2δmat. При 
прочности заполнителя менее чем прочность матрицы разру-
шение центрального элемента будет происходить по заполни-
телю на расстоянии h1 от верха элемента. 

Приложим к центральному элементу усилие такой вели-
чины, когда в центральной зоне элемента длиной 2δmat вели-
чина относительной деформации в материале матрицы (це-
ментном камне для мелкозернистого бетона, цементно-
песчаном растворе для трехкомпонентного бетона) составит 
εm. Тогда напряжения в матрице в центральной зоне составят 

 ,int 1

1

1 1
mn

m
m m

m

f
εεεεσσσσ
εεεε

  
= − −  

   

. (14) 

Тогда усилие в центральном элементе можно определить 

 2

int ,intc mN rπ σπ σπ σπ σ= ⋅ ⋅ . (15) 

Теперь напряжения в заполнителе в сечении центрального 
элемента, отстоящем на расстоянии x от торца модели, можно 

определить при 10 x h≤ ≤  по формуле  

 ( ) ( )
int

,int 2 2a

a

N
x

r x
σσσσ

ππππ
=

⋅ −
. (16) 

Соответствующие этим напряжениям величины относи-
тельных деформаций можно определить с использованием 
следующей зависимости, полученной преобразованием зави-
симости (4) 

 ( ) ( )
1

,int

,int 1 1 1
an

a
a a

a

x
x

f

σσσσε εε εε εε ε

 
  
 

 
  = − −     

. (17) 

На участке длиной h2 центрального элемента в сечение 
попадают одновременно два материала (матрица и заполни-
тель). При этом в любом сечении на этом участке относи-
тельные деформации обоих материалов равны. 

Участок длиной h2 разбивается на слои, в каждом из ко-
торых определяется площадь заполнителя и площадь матри-
цы. Для каждого слоя задаются величиной относительной 
деформацией в сечении, расположенном по срединной плос-
кости слоя, находят по ней величины напряжений в заполни-
теле и матрице, а затем величину усилия, воспринимаемого 
сечением. Постепенно повышая величину относительной 
деформации, добиваются совпадения величины усилия в дан-
ном слое с усилием Nint. Такая процедура выполняется для 

каждого слоя, расположенного в пределах участка длиной h2. 
В результате численного интегрирования по всем участ-

кам центрального элемента модели получают величину int∆  

укорочения центрального элемента модели. 
Тогда относительная деформация центрального элемента 

модели составит 

 
( )

int
int

1 22 math h
εεεε

δδδδ
∆=

⋅ + +
. (18) 

Пошагово увеличивая относительную деформацию εm,int 
матрицы на центральном участке элемента, получаем на каж-
дом шаге соответствующей ей величины усилия Nint и отно-

сительной деформации εint центрального элемента модели, 

т.е. в итоге получается зависимость ( )int intN f εεεε= . 

Для нахождения указанной зависимости на ниспадающей 
ветви было принято допущение от том, что на всем протяже-

нии этой ветви отношение int mε εε εε εε ε  остается постоянным и 

равным этому отношению, полученному при 1m mε εε εε εε ε= , т.е. 

при максимальной величине усилия в центральном элементе. 
 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДИАГРАММЫ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ БЕТОНА 

После получения зависимостей ( )ext extN f εεεε=  и 

( )int intN f εεεε= , связывающих усилия в элементах структур-

но-механической модели с относительными деформациям 
элементов, строится график зависимости суммарного усилия 

intc extN N N= +  на модель от относительной деформации в 

ней intc extε ε εε ε εε ε εε ε ε= = . Примерный вид получаемых зависимо-

стей представлен на рис. 2. 
Разделив величину суммарного усилия Nc на площадь 

модели 2

c oA rππππ= ⋅ , получим напряжения в бетоне при соот-

ветствующей величине относительных деформаций бетона εc 
в модели. 

Полученное максимальное напряжение в модели 

,max ,maxc c c
N Aσσσσ =  соответствует пределу прочности бетона 

на сжатие fc, а полученная при этом величина относительных 
деформаций соответствует пиковой относительной деформа-
ции бетона εс1. 

Рассмотрение приведенных на рис. 2 результатов прогно-
зирования диаграммы деформирования бетона показало, что 
могут наблюдаться две основных формы разрушения бетона. 

При первой форме разрушения (рис. 2, а) сначала дости-
гает своего максимума Nint,max усилие во внутреннем элемен-

те модели. При этом усилие в наружном элементе Next еще не 

достигло своего максимума Next,max, т.е. прочность этого 
элемента использована не полностью. Это означает, что раз-
рушение произойдет по оси, соединяющей зерна заполнителя, 
по матрице в области между зернами заполнителя (форма 
разрушения 1а) либо по заполнителю в переходной области 
(форма разрушения 1б). 

При второй форме разрушения (рис. 2, б) сначала дости-
гает своего максимума Next,max усилие в наружном элементе 

модели. При этом усилие во внутреннем элементе Nint еще не 

достигло своего максимума Nint,max, т.е. прочность внутрен-
него элемента использована не полностью. Это означает, что 
разрушение произойдет по матрице, окружающей зерна за-
полнителя в плоскости их расположения, перпендикулярной 
направлению сжатия бетона. 

Анализ полученных результатов показал, что наиболее 
полное использование прочности компонентов бетона дости-
гается при одновременном достижении наружным и внутрен-
ним элементом модели максимальных величин Nint,max и 

Next,max. 
Таким образом, условие оптимальности подбора состава 

по критерию прочности бетона можно сформулировать сле-
дующим образом — при подборе состава бетона следует 
обеспечить равенство пиковых деформаций наружного и 
внутреннего блоков структурно-механической модели, т.е. 

должно выполняться условие 1 int1extε εε εε εε ε= . Выполнение этого 

условия (при известных диаграммах деформирования компо-
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нентов бетона) может быть достигнуто путем соответствую-
щего подбора объемной концентрации заполнителя. 

Таким образом, важными достоинствами предложенной 
структурно-механической модели бетона являются не только 
общность методологии рассмотрения диаграмм деформиро-
вания для бетонов с плотным и пористым заполнителем (при 
различных соотношениях между модулями деформаций ком-
понентов бетона), но и выявление предполагаемой формы 
разрушения бетона, а также установление оптимальности 
состава бетона по критерию прочности. 

С помощью разработанной структурно-механической мо-
дели были выполнены расчеты по экспериментальным данным 
[14-16] для бетонов различных составов и прочности. Основ-
ные сведения о выборке опытных образцов приведены в табли-
це. Следует отметить, что наибольшей полнотой изложения 
исходных экспериментальных данных характеризуются иссле-
дования Budi Aulia T., Deutshmann K. [15], в которых в качестве 
матрицы использовался цементно-песчаный раствор (на квар-
цевом песке) одного состава, а в качестве заполнителей исполь-
зовалось 7 различных видов заполнителей. 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что раз-
работанная структурно-механическая модель бетона позволя-
ет с приемлемой точностью прогнозировать параметры диа-
граммы деформирования бетона при сжатии. 
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Рыскин М.Н., Рак А.Н. 

К ВОПРОСУ О КОМПОЗИЦИЯХ, СТРУКТУРЕ И РЕОЛОГИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВАХ САМОУПЛОТНЯЮЩИХСЯ БЕТОНОВ  

 
Применительно к технологии бетона термин самоуплот-

нение подразумевает способность бетонной смеси без рассло-
ения заполнять предоставленное ей пространство, т.е. форму 
с арматурным каркасом, и уплотняться без какого-либо меха-
нического воздействия (например, вибрационного), только 
под влиянием собственного веса или, что более точно, от дей-
ствия исключительно гравитационных сил. 

Удобоукладываемость самоуплотняющихся бетонов 
(СУБ) может характеризоваться следующими свойствами [1]: 
1) заполняющая способность (текучесть); 2) проникающая 
способность (отсутствие блокировки между арматурой или 
узкими опалубочными полостями); 3) устойчивость к рассло-
ению (стабильность). Только в случае соответствия всех трех 
свойств заданным значениям бетонная смесь может быть 
определена как СУБ. 

Для оценки удобоукладываемости СУБ наиболее предпо-
чтительными следует считать реологические методы [2,3]. Из-
меряемые по ним реологические константы наиболее точно 
позволяют судить о реальных процессах, происходящих в бе-
тонных смесях. Консистенцию структурированной, пластично-

вязкой среды, каковой является бетонная смесь, наиболее пол-
но описывают следующие характеристики: предельное напря-
жение сдвига, вязкость, угол внутреннего трения. 

С одной стороны бетонная смесь СУБ должна обладать 
высокой деформативностью, которая обеспечивает заполне-
ние опалубки смесью и ее уплотнение под действием только 
собственного веса. Т.е. с точки зрения реологии смесь должна 
иметь низкое значение τ0 – предельного напряжения сдвига. 
С другой стороны должно быть достигнуто высокое сопро-
тивление расслоению между крупным заполнителем и рас-
творной частью при транспортировании бетонной смеси и ее 
течении через участки опалубки с высокой концентрацией 
арматурных стержней. Это условие обеспечивается, если 
смесь обладает высокой вязкостью (ν) растворной составля-
ющей (цементного теста). На рис. 1 показано, что область 
бетонных смесей, обладающих свойствами самоуплотнения, 
соответствует определенным диапазонам изменения реологи-
ческих констант бетонной смеси ν и τ0 [4]. 


