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СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БЕТОНА. 
1. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ МОДУЛЯ ДЕФОРМАЦИЙ БЕТОНА 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Наиболее перспективным направлением совершенствова-
ния теории прочности и деформативности бетона является 
структурный подход [1,2,3 и др.]. Разработанные математиче-
ские модели, учитывающие структурно-механические показа-
тели бетона и его компонентов, удовлетворительно модели-
руют деформативные свойства бетона для многих частных 
случаев. Вместе с тем, ни одна из предложенных моделей не 

обеспечивает надежного описания функции « c cσ εσ εσ εσ ε− » для 

бетона в реальном диапазоне его прочностных и деформатив-
ных свойств. 

С целью дальнейшего совершенствования структурных 
моделей прочности и деформативности бетона в [4] предло-
жено дополнительно учитывать концентрацию напряжений в 
структурных элементах, свойства контактной зоны и сложное 
напряженное состояние отдельных элементов бетона. Соот-
ветствующая структурно-механическая модель представлена 
в виде двух параллельно сочлененных блоков. В первый блок 
входят заполнитель и часть цементного камня, расположен-
ного в зоне контакта зерен заполнителя. Элементы блока 
находятся в трехосном напряженном состоянии. Второй блок 
представляет собой свободно деформируемый цементный 
камень, находящийся в межзерновом пространстве крупного 
и мелкого заполнителей. 

Исходя из предложенной модели, получена математиче-
ская модель модуля деформаций бетона при любом уровне 

напряжений в пределах 1c cfσσσσ ≤  в следующем виде  

 '

' '

1
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⋅

, (1) 

в которой Im , IIm  — объемные содержания первого и вто-

рого блоков; agrm , '

cpm  — объемные концентрации заполни-

теля в бетоне и цементного камня в первом блоке; agrE , '

cpE  

— модули деформаций заполнителя и цементного камня в 
первом блоке, соответствующие уровню напряжений и учи-
тывающие их сложное напряженное состояние. 

Несмотря на внешнюю привлекательность предложенной 
модели (1) и удовлетворительную сходимость расчетных зна-
чений модуля упругости бетона с некоторыми эксперимен-
тальными данными, она не в полной мере описывает поведение 

бетона в области 1c cfσσσσ ≤ . Это обусловлено, прежде всего, 

недостаточно обоснованными значениями ряда коэффициен-
тов, приятых при определении объемных концентраций эле-
ментов в блоках I и II , а также при определении функций рас-
пределения контактных напряжений в элементах блока I. 

Решение задачи разработки аналитического метода, поз-
воляющего  находить параметры нелинейной диаграммы де-
формирования бетона как структурно неоднородного матери-
ала, наиболее рационально выполнять поэтапно [5, 6]. На 
первом этапе на основе расчета упругих конечно элементных 
моделей структуры бетона изучить напряженно-
деформированное состояние бетона при изменении в широ-
ком диапазоне параметров структуры. На втором этапе на 
основе анализа результатов расчетов конечно-элементных 
моделей разработать структурно-механическую модель бето-
на, которая позволяла бы с требуемой точностью описать его 
напряженно-деформированное состояние в стадии упругой 
работы составляющих бетона. На третьем этапе с использова-
нием разработанной структурно-механической модели бетона 
рассчитать диаграмму его деформирования путем учета диа-
грамм деформирования элементов его структуры. 

 
АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОНИЯ БЕТОНА 
Конечно-элементная модель была принята в виде «пра-

вильной шестигранной призмы», в которой ряды равновели-
ких шаров заполнителя расположены с постоянным шагом в 
направлении действия усилий сжатия (рис. 1, а).
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а) 

Не удается отобразить связанный рисунок. Возможно, этот  файл был перемещен, переименован или удален. Убедитесь, что ссылка указывает  на правильный файл и верное размещение.

     б) 

Не удается отобразить связанный рисунок. Возможно, этот  файл был перемещен, переименован или удален. Убедитесь, что ссылка указывает  на правильный файл и верное размещение.

 
Рис. 1. Общий вид конечно-элементной модели (а) и ее фрагмента (б): 1/4 часть удалена для отображения внутренней структуры 
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Рис. 2. Зависимость коэффициента концентрации напряжений caωωωω  от величины параметра p (1, 2, 3 – при 1p >  и величинах 

коэффициента αααα  0,5; 0,25 и 0,154 соответственно, 4 – при 1p < ) 

 
Радиус зерна заполнителя рассчитывается по зависимости 
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в которой agrS  и agrρρρρ  - соответственно удельная поверхность 

и плотность заполнителя. 

Половина расстояния между зернами заполнителя в 
направлении действия сжимающих напряжений рассчитыва-
ется по зависимости 
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где .h agrm  - пустотность заполнителя в виброуплотненном 

состоянии; agrG  - расход мелкого заполнителя на м3 раствор-

ной части бетона или крупного заполнителя на м3 бетона. 
Размер стороны шестигранной призмы определяется из 

условия обеспечения одинаковой величины объемной кон-
центрации мелкого заполнителя в растворной части бетона 
либо крупного заполнителя в бетоне и в конечно-элементной 
модели. 

Расчет выполнялся по трем конечно-элементным моде-

лям, соответствующим изменению величины mat agrrα δα δα δα δ=  

на трех уровнях (0,5; 0,25 и 0,154). При расчетах по каждой из 
конечно-элементных моделей варьировался параметр 

agr matp E E= . Уровни изменения параметра p принима-

лись равными 1/16, 1/8, 1/4, 1/2, 1, 2, 4, 8 и 16. 
В результате расчета моделей при диапазоне изменения 
1p >  были получены картины распределения напряжений, 

свидетельствующие о концентрации напряжений в матрице и 
заполнителе вдоль направления приложения усилий сжатия. 
Для каждого конечно-элементного расчета были определены 

величины коэффициента концентрации напряжений caωωωω , 

равные отношению напряжений в матрице по оси модели (в 
средней плоскости фрагмента на рис. 1, б) к средним напря-
жениям в заполнителе по верхней плоскости модели (верхняя 
плоскость фрагмента на рис. 1, б). Зависимости коэффициента 

концентрации напряжений caωωωω  от величины параметра p при 

различных величинах αααα  приведены на рис. 2. 
Картины распределения напряжений при диапазоне изме-

нения 1p <  свидетельствуют о том, что с уменьшением 

параметра p  по верхней плоскости модели наблюдается 

увеличение напряжений в матрице и уменьшение напряжений 
в заполнителе. Однако характер изменения напряжений вдоль 
оси модели оказался таким же как и в моделях при 1p > . В 

связи с этим для каждого конечно-элементного расчета были 
определены величины коэффициента концентрации напряже-

ний caωωωω . Анализ показал, что при 1p <  при изменении ве-

личины αααα  в пределах 0,154…0,5 не выявлено ее существен-

ного влияния на величину коэффициента caωωωω  (рис. 2). 

Полученные величины коэффициента caωωωω  аппроксими-

рованы следующими зависимостями (при изменении коэффи-
циента αααα  в пределах 0,154.. 0,5 и параметра p в пределах от 
1/16 до 16): 
при 1p ≥  

( )2,5
1 1 0,4411 0,0285 ln ln

1 2,7ca p pωωωω
αααα

 = + − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ 
(4) 

при 1p <  

 1 0,38 lnca pωωωω = − ⋅ . (5) 

Как показал дальнейший анализ, зависимости (4) и (5) мо-
гут быть также использованы при значениях коэффициента 
αααα  и параметра p, выходящих за указанные выше пределы, но 
при этом для получаемых по зависимостям величин коэффи-

циента caωωωω  должно выполняться условие 1 2caωωωω≤ ≤ . 

Полученная аналитическая зависимость для определения 

коэффициента концентрации напряжений caωωωω  предоставляет 

возможность определять параметры такой структурно-
механической модели бетона, в которой учитывается нерав-
номерность распределения напряжений. 

 

ПАРАМЕТРЫ СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ БЕТОНА 

Структурно-механическая модель бетона состоит из рабо-
тающих параллельно двух элементов — центрального и 
наружного (рис. 3). В центральный элемент входят два полу-
шара (1 на рис. 3), имитирующих заполнитель, и соединяю-
щий полушары средний элемент (2 на рис. 3) цилиндрическо-
го сечения, имитирующий наиболее нагруженную часть мат-
рицы. Наружный элемент (3 на рис. 3) имеет цилиндрическое 
сечение с полостью переменного радиуса и имитирует менее 
нагруженную часть матрицы. 

Не удается отобразить связанный рисунок. Возможно, этот  файл был перемещен, переименован или удален. Убедитесь, что ссылка указывает  на правильный файл и верное размещение.

 
Рис. 3. Основные геометрические параметры структурно-

механической модели бетона. 
 

Внешний радиус 0r  наружного элемента определяется из 

условия равенства площади шестигранной призмы и площади 
условного цилиндра по формуле 

 
( )0

2

3 1
agr

agr

agr

r r
G

ρρρρ
αααα

⋅
=

⋅ ⋅ +
. (6) 

Исходя из равенства усилия, воспринимаемого заполните-
лем в верхней плоскости, и усилия в среднем элементе, ими-

тирующем наиболее нагруженную часть матрицы, радиус cr  

этого элемента цилиндрического сечения (2 на рис. 2) следует 
определять по формуле 

 c agr car r ωωωω= . (7) 

Остальные геометрические параметры модели 

 1

1
1agr

ca

h r
ωωωω

= − ;   2

1
1 1agr

ca

h r
ωωωω

 
= − −  

 
. 

Обозначим 
1c

agr ca

r

r
ββββ

ωωωω
= = ; 0

agr

r

r
γγγγ = ; 1pλλλλ = − ; 

1 pµµµµ = − ; 2
1 1k ββββ= − ; 2

2 1k γγγγ= − ;
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Таблица. Основные результаты прогнозирования модуля деформаций бетона 

Вид Источник Кол-во Диапазон изменения tot

obs

E

E
 Cv 

Матрица Заполнитель   αααα  p 
1p >  

Цементный 
камень 

Крупный [7] 15 0,01-0,07 3,08-7,39 1,087 0,160 
Мелкий или 
крупный 

[12] 20 0,02-0,48 1,59-10,35 1,020 0,063 
[19] 3 0,11-0,16 1,84-4,02 0,930 0,087 

Мелкий и 
крупный 

[14] 12 0,13-0,38 2,48-4,16 0,991 0,104 
[16] 23 0,03-0,54 3,27-7,45 1,038 0,087 
[17] 15 0,15-0,43 3,05-4,61 0,934 0,051 
[20] 8 0,54 2,73-3,66 0,888 0,058 
[21] 9 0,06-0,41 2,00-2,55 1,081 0,094 
[22] 9 0,06-0,44 2,12-2,70 1,075 0,132 
[24] 20 0,10-0,45 2,23-3,17 1,183 0,197 
[25] 4 0,11-1,02 2,40-3,40 0,985 0,083 
[27] 4 0,20-0,23 2,42-2,51 0,882 0,023 
[32] 7 0,12-0,22 2,05-3,24 0,987 0,140 
[36] 8 0,15-0,25 2,72-3,03 0,997 0,035 

Мелкий [11] 16 0,04-1,61 2,86 0,953 0,046 
[26] 25 0,11-0,24 2,77-4,63 0,943 0,061 
[32] 5 0,11-0,18 2,05-3,24 1,040 0,088 
[33] 4 0,06 1,99-2,92 0,930 0,011 

Раствор Крупный [8] 9 0,05-0,12 1,27-2,14 1,092 0,064 
[9] 16 0,03-0,22 2,80-7,01 1,087 0,085 
[10] 36 0,02-0,10 1,54-2,78 0,992 0,086 
[13] 4 0,06-0,34 1,84-2,59 0,946 0,059 
[15] 2 0,19 1,93-2,59 1,004 0,029 
[28] 3 0,15 1,37-2,38 1,133 0,112 
[29] 5 0,15 1,14-1,69 1,029 0,103 
[30] 36 0,33-0,92 1,18-8,64 1,033 0,135 
[31] 3 0,33-0,92 1,16 1,012 0,009 
[34] 8 0,09-0,11 1,03-2,37 0,989 0,098 
[35] 15 0,21-1,42 3,57-4,68 1,072 0,063 

 Итого при 1p >  344 0,01-1,61 1,16-10,35 1,021 0,122 

1p <  

Цементный 
камень 

Мелкий 
или крупный 

[12] 3 0,04-0,41 0,75 1,115 0,044 

Мелкий 
и крупный 

[23] 3 0,11-0,26 0,27 1,147 0,028 

Раствор Крупный [8] 3 0,05-0,12 0,35 0,864 0,075 
[15] 2 0,19 0,60-0,81 1,006 0,006 
[18] 2 0,16 0,70-0,98 1,024 0,016 
[29] 2 0,15 0,83-0,91 1,223 0,154 
[31] 15 0,33-0,92 0,42-0,88 1,000 0,062 
[33] 16 0,25-0,58 0,23-0,32 1,044 0,030 
[37] 4 0,22-0,75 0,0002 1,038 0,062 
[38] 8 0,14-0,82 0,0001 0,993 0,158 

   Итого при 1p < 58 0,04-0,92 0,0001-0,91 1,029 0,096 

 
2

2
1kλλλλ

ββββ
λλλλ

= + . 

Тогда 2
1 11agr agrh r k rββββ= − =  и 

( ) ( )2
2 11 1 1agr agrh r r kββββ= − − = − . 

 
ПРОГНОЗИРОВАНИЕ МОДУЛЯ ДЕФОРМАЦИЙ 

БЕТОНА 
Для определения деформаций элементов структурно-

механической модели приняты следующие предпосылки: 

1. Центральный и наружный элементы модели взаимодей-
ствуют друг с другом только в уровне ее верхней и ниж-
ней плоскости. 

2. Сечения плоские до деформации остаются плоскими по-
сле деформации; 

3. Напряжения в сечении распределяются равномерно. 
4. При наличии в сечении элемента двух материалов с раз-

личными величинами модуля деформаций напряжения в 
них распределяются пропорционально величинам модуля 
деформаций. 
Исходя из принятых предпосылок, при известном усилии 

в элементе структурно-механической модели в любом его 
сечении может быть определена величина относительной 
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деформации. Укорочение наружного и внутреннего элемен-
тов модели может быть найдено путем интегрирования в пре-
делах ее высоты уравнения, описывающего величину относи-
тельных деформаций в любом сечении элемента. 

Полученное в результате интегрирования укорочение 0∆  

наружного элемента модели при действии силы 0N  равно 

 0 0
0

2

agr mat

N w

r Eππππ
∆ = , 

где 1 1
0 2 2

2 2

11 k k
w arctg

k k
αααα

γ βγ βγ βγ β
  + −= +  − 

  (8) 

Полученное в результате интегрирования укорочение c∆  

центрального элемента модели при действии силы cN  равно: 

 
2 c c

c

agr mat

N w

r Eππππ
∆ = , 

где при 1p >  

11
2 2

1 1

111 1
ln ln ln

2 1 2 1c

k k kk
w

p k k k k k
λ λλ λλ λλ λ

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ
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λ βλ βλ βλ β
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при 1p < , µ βµ βµ βµ β> , и 
2

2
1kµµµµ

ββββ
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 11

2 2
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111 1
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при 1p < , µ βµ βµ βµ β< , 
2

2
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ββββ
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1 1

2 2

1

11 1 1
ln

2 1c

k k
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p k k k kµ µ µµ µ µµ µ µµ µ µ

αααα
µ βµ βµ βµ β
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  (11) 

Приравнивая укорочения наружного и внутреннего эле-

ментов, определяем соотношение между усилиями 0N  и 

cN . Суммарное усилие воспринимаемое обоими элементами 

0tot cN N N= + . 

Рассматривая бетон как однородный материал с модулем 

деформаций totE , получаем величину укорочения этого ма-

териала на длине, равной длине модели, 

 
2

2 1tot

agr tot

N

r E

αααα
π γπ γπ γπ γ

+∆ = ⋅ . 

Приравнивая укорочения наружного элемента модели и 
укорочения условного однородного материала, получаем сле-
дующую зависимость между модулем деформаций бетона и 
модулем деформаций матрицы 

 
2

0

1 1 1tot

mat c

E
E w w

αααα
γγγγ

 += ⋅ + 
 

, (12) 

в которой параметр ow  определен по формуле (8), а параметр 

cw  - по формулам (9)…(11). 

По приведенным выше зависимостям были выполнены 
вычисления при всех сочетаниях параметров, которые имели 
место в конечно - элементных моделях. Среднее отношение 
величин, рассчитанных по приведенным выше формулам, к 

величинам, полученным при конечно-элементном расчете, по 
24 расчетам составило 1,007 при коэффициенте вариации 
0,020. Полученные результаты свидетельствуют о том, что 
разработанная структурно-механическая модель с высокой 
адекватностью отражает результаты вычислений по конечно-
элементным моделям. 

С помощью разработанной структурно-механической мо-
дели были выполнены расчеты по экспериментальным дан-
ным [8-38] для бетонов различных составов и прочности. Ос-
новные сведения о выборке опытных образцов приведены в 
таблице. Следует отметить, что в качестве заполнителя в 
опытных образцах использовались не только природные за-
полнители плотной структуры (гранит, диорит, габбро, из-
вестняк и т.д.), но и искусственные заполнители различного 
вида (керамзит [18, 23, 31], пенополистирольные шарики [37], 
плотная или ячеистая резина [38]). 

Сопоставление расчетных величин начального модуля 
деформаций с опытными величинами  показало хорошую 
сходимость. Среднее отношение расчетных величин к опыт-
ным по 344 образцам, для которых 1p > , составило 1,021 

при коэффициенте вариации 0,122. Среднее отношение рас-
четных величин к опытным по 58 образцам, для которых 

1p < , составило 1,029 при коэффициенте вариации 0,096. 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что разрабо-
танная структурно-механическая модель бетона позволяет с 
приемлемой точностью оценить начальный модуль его де-
формаций при сжатии. 
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Рак Н.А. 

СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БЕТОНА. 
2. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ БЕТОНА 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Современные методы расчета железобетонных конструк-
ций основаны на использовании диаграммы деформирования 
бетона при сжатии как обобщенной характеристики его меха-
нических свойств. Имеющиеся экспериментальные данные 
свидетельствуют о том, что полная диаграмма деформирова-
ния бетона при сжатии имеет как восходящую, так и нисхо-
дящую ветви. Границей между ветвями диаграммы является 
точка, соответствующая моменту достижения напряжениями 
в бетоне σс его предела прочности на сжатие fc и относитель-

ными деформациями бетона εс пиковой относительной де-

формации εс1 (при 1c cε εε εε εε ε≤  наблюдается восходящая ветвь 

диаграммы, а при 1c cε εε εε εε ε≤  — нисходящая). Многочисленные 

предложения по аналитическому описанию диаграммы де-
формирования бетона основаны на наиболее точном описа-
нии использованных при их выводе экспериментальных диа-
грамм. Различные предложения по описанию диаграмм де-
формирования бетона при сжатии подробно рассмотрены в


