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Расчет значений запаса надежности [2] при обработке прецизи-

онных деталей по критерию ∆Y - погрешности выходного параметра 

лимитирующего размера вдоль координаты Y, которая определяет-

ся как разность между текущим перемещением рабочего органа Yтек 

и запрограммированным Yпрог показывает максимально допустимое 

значение ∆Ymax= 46 мкм. Это соответствует IT7 исходя из класса 
точности станка и максимального перемещения вдоль координаты 

Y, равного 250 мм, и возможно при стабилизации теплового поля 
станка. Расчет производился без учета изменения погрешности 
позиционирования под влиянием тепловых повреждений в системе 
привода подачи стол-салазки станка, при частоте вращения шпин-

деля n = 500; 1000; 2000 мин-1(рис. 1). В этом случае коэффициент 
надежности [2] для данного параметра при частоте вращения равной 

1000 мин-1 Кн = 1,43 мкм, а вероятность безотказной работы по 

выходному параметру P(t) → 0. За межналадочный период запас 

надежности уменьшится до Кн = 1,06 мкм., а резерв многоцелевого 

станка по выходному параметру δт, который в начале межналадоч-
ного периода составлял 20 мкм, снизится до 3 мкм. 

 Если же брать максимальный режим обработки, то при частоте 

вращения шпинделя n = 2000 мин-1 и вылете инструмента по оси 

Z=185 мм время достижения точки максимальной температуры 

[Θmax] по сравнению с предыдущим временем снизится более чем в 
два раза и для поддержания работоспособного состояния потребу-
ется соответствующая компенсация. 

 

Заключение. На основании изложенного можно сделать следу-
ющие заключение: 

1. При эксплуатации многоцелевого станка с ЧПУ его па-
раметрическая надежность может быть обеспечена за счет кон-

троля выходного параметра ∆Y и управления наиболее значи-

мым для изменения ∆Y технологическими факторами. 

2. Варьируя составляющими величинами погрешности ∆Y можно 
устанавливать степень влияния на параметрическую надежность 
и определять конструкторские пути ее увеличения.  

3. Снижение тепловых деформаций позволяет создавать резерв точ-
ности по выходному параметру прецизионного станка для компен-
сации медленно протекающих процессов, в первую очередь износа. 
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HARBUNOU V., HRYHORYEU U.,  RUDIYOUK F. DIAGNOSING OF THERMAL DEFORMATIONS OF THE MULTI-PURPOSE MACHINE TOOL 
WITH CNC 

Conditions of formation of an error of processing due to occurrence of thermal deformations are considered. The analysis of errors of form-building 
movements is given: trajectories of moving and coordinate adjusting movements. The system of operational diagnostics of thermal deformations on an 
example of the multi-purpose machine tool with CNC is offered to model МС 12-250. 

The scheme of reception and processing of diagnostic signals шпиндельного unit of the machine tool is given. Parameters of a thermal field of a 
spindle, where a characteristic point, respective alterations of temperature to size of displacement of an axis of a spindle are certain. Experimental re-
searches have shown change of the law of displacement of an axis of a spindle from size of a start ползуна the machine tool. Ways of indemnification 
of an error are offered. 

Forecasting of change of target parameter allows to prevent inadmissible thermal deformations and to create a reserve of accuracy on target pa-
rameter of the multi-purpose machine tool. 
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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ТЕРМОУПРУГИХ ЗАДАЧАХ МЕХАНИКИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Введение. Потребности современного машиностроения во мно-

гих случаях требуют исследования напряженно-деформированного 
состояния конструкций, которые подвергаются воздействию механи-
ческих нагрузок и изменяющихся во времени температур. Вопрос о 
нестационарных тепловых воздействиях на конструктивные элемен-
ты актуален еще и потому, что механизмы эксплуатируются в усло-
виях неравномерного нагрева, который вызывает значительные 
температурные напряжения и в сочетании с напряжениями, вызван-
ными действием физической природы, часто становится причиной 
частичного или полного вывода конструкций из строя. Сложность 
форм применяемых конструкций и их отдельных элементов наряду 
со сложным характером упомянутых воздействий требуют разработ-
ки новых средств и методов расчета на прочность для получения 
данных об их поведении при эксплуатации еще на этапе проектиро-
вания. Все это требует развития исследований нестационарных 
задач термоупругости, связанных со строгим удовлетворением гра-
ничных условий по всей границе области при произвольном распре-
делении в ней температуры.  

 

1. Постановка задачи. Методика исследований. Решение за-
дачи нестационарной термоупругости методом граничных инте-
гральных уравнений (ГИУ) проводится в 2 этапа. На первом этапе 
рассматривается задача теплопроводности, которая заключается в 
решении дифференциального уравнения (ДУ) теплопроводности при 
соответствующих краевых условиях. Для несвязанных задач ДУ 
теплопроводности можно представить в виде: 

 
2 1 T
T

a t
∂∇ =
∂

, (1) 

где a  - коэффициент температуропроводности. 

Для решения задачи теплопроводности при соответствующих 
краевых условиях удобно использовать метод тепловых потенциа-
лов. Решение разыскивается в виде потенциалов простого (2) или 
двойного слоя (3) [3], которые вне точек поверхности, по которой 
проводится интегрирование, являются решениями уравнения тепло-
проводности (1): 
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 ( ) ( ) ( )
t

0 L

V x,t ad T x,t,y, y, dl
 

= τ τ ν τ 
 

∫ ∫ , (2) 

 ( ) ( )
t

0 L

T
W x,t ad y, dl

n

 ∂= τ µ τ ∂ 
∫ ∫ . (3) 

В случае задания на поверхности тела граничных условий пер-

вого рода F F(y,t)=  получено интегральное уравнение для опре-

деления плотности теплового потенциала двойного слоя (y, )µ τ : 

( )
t

5
0 L

1 4a d
(x,t) K(y,x,t ) (y, )dl F(y,t)

2 2a(t )

τ± µ + − τ µ τ =
π − τ
∫ ∫

. (4) 

Ядро [ ]
2r

4a(t )
1 0K(y,x,t ) e cI (B) bI (B)

 
−  −τ − τ = −  инте-

грального уравнения представляет собой произведение показатель-
ной функции на функцию Бесселя первого рода. Знак "+" применяет-
ся при решении внешней задачи, знак "-" – для внутренней задачи. 

Уравнение (4) является линейным интегральным уравнением 

второго рода в двумерном измерении L,t . Оно носит Фредгольмов 

характер по переменной L  и имеет признак уравнения Вольтерра 

по переменной t . В результате решения этого уравнения будет 

найдена плотность µ  потенциала двойного слоя, что даст возмож-

ность найти распределение температуры в любой точке рассматри-

ваемой области L  в данный момент времени путем подстановки 
данной плотности в выражение (3) потенциала двойного слоя. Необ-
ходимо отметить также, что ядро уравнения (4) имеет сингулярную 

особенность в точке x y= , t = τ . Аналогично могут быть постро-

ены интегральные уравнения для задач с граничными условиями 
второго и третьего рода. 

Из приведенных формул видно, что ядра интегральных уравне-
ний имеют весьма сложный характер. Наличие двойных интегралов 
также значительно усложняет решение задачи. Поэтому применяет-
ся численное решение с использованием современных достижений 

ПЭВМ. Область интегрирования разбивается по времени t на n не 

обязательно равных между собой частей. Принимается также усло-

вие, что на каждом интервале ( )j 1 jt , t−  неизвестная плотность 

(y, )µ τ  является постоянной, т.е. можно считать, что (y, )µ τ  яв-

ляется кусочно-непрерывной функцией. С учетом сказанного, прово-
дя разложение функций Бесселя и необходимые преобразования, 
можно получить следующее интегральное уравнение для решения 
внутренней задачи: 

 n n
L

1 1
(x,t) C (x, )dl f

2
− µ − µ τ =

π ∫
ɶ , (5) 

где
n 1

j j
j 1L

1
f F(y,t) (P, )C dl

−

=

 
= + µ τ π  

∑∫ ɶ , 

[ ] [ ]{ }j 1 1 2 2 0C FM(x) f Q (x) FF(x) f Q (x) A r= + − − . 

Для численной реализации нестационарной задачи теплопро-
водности на ЭВМ необходимо неоднократно решить интегральное 
уравнение (5), т.к. с течением времени его правая часть будет ме-

няться. Ось времени разбивается на n шагов, поэтому решение 

уравнения (5) осуществляется n раз. Точность будет зависеть от 

частоты данного разбиения, которая в свою очередь зависит от вре-
мени исследуемого процесса нагрева (охлаждения). Приближенное 
решение уравнения и вычисление температур и фиктивных массо-
вых сил основывается на замене интегралов конечными суммами. В 
результате такой замены вместо уравнения (5) получаем систему 

линейных алгебраических уравнений. Контур интегрирования L  

представляется в виде ломаной линии, состоящей из большого чис-

ла N  прямолинейных отрезков kl∆ , k 1,2,3,...,N= . 

Функции nC  зависят от координат точек x и y и времени τ . При 

интегрировании точка x пробегает весь контур L , переходя через 

точку y, а время τ  пробегает отрезок n 1 nt t t− ≤ τ ≤ = . В том 

случае, когда x проходит через y и nt tτ → = , функции nC  име-

ют [2] сингулярную особенность сложного типа, что требует приме-
нения к интегралам от указанных функций формул механических 
квадратур с учетом этой особенности. 

Для решения поставленной задачи интеграл в (5) заменяется 
конечной суммой. Интеграл по длине отрезка представляется как 

произведение 
0 0 0
n n kC lµ ∆ , где 

0
k

0
n n0

k l

1
C C dl

l ∆

=
∆ ∫  - среднее значе-

ние интеграла по длине 
0
kl∆ . Разбивая длину участка на 10 равных 

частей, определяется значение 
0
nC  в центре каждого из участков и 

по формуле прямоугольников 
10

0
n n j

j 1

C 0,1 (C )
=

= ∑ . После решения 

системы алгебраических уравнений порядка N  получаем дискрет-

ный ряд значений искомой функции µ  в точках контура L  в момент 

j j 1 j j(t t )−τ ≤ τ ≤ɶ ɶ . Для решения задачи в момент 

j 1 j j 1 j 1(t t )+ + +τ ≤ τ ≤ɶ ɶ  необходимо вычислить новое значение 

функции f  в (5). Получаем новый дискретный ряд значений функ-
ции µ  для данного момента времени, и процесс повторяется. Имея 

значения µ  для N  точек контура L , можно определить температу-

ру или составляющие ее градиента в любой внутренней точке обла-
сти, заменяя интегралы конечными суммами. 

После определения температурного поля на втором этапе опре-
деляется соответствующее ему напряженно-деформированное со-
стояние. Необходимо найти решение дифференциальных уравнений 
равновесия [4]: 

 
( )

i i 0

2 11
u graddiv u grad(T T )

1 2 1 2

+ ν
∆ + = α −

− ν − ν
, (6) 

при соответствующих граничных условиях. 
С помощью теории потенциала дифференциальные уравнения в 

частных производных заменяются интегральными уравнениями типа 
Фредгольма 2-го рода, которые удобны для численной реализации. 
Краевая задача в виде (6) сводится к задаче изотермической теории 
упругости. 

Решение (6) разыскивается в виде, предложенном Гудьером: 

 
0 T

i i iu u u= + , (7) 

где 
0
iu  - решение однородного дифференциального уравнения, а 

T
iu  - частное решение уравнения (6), которое разыскивается в виде 

градиента некоторой бигармонической функции 

 
T
iu gradW= . (8) 

Функция W  удовлетворяет уравнению (6) в виде: 

 0

1
W (T T )

1
+ ν∆ = α −
− ν

. (9) 

Для определения напряжений можно использовать формулу: 

 
0 T

ij ij ijσ = σ + σ , (10) 

где 
0
ijσ  соответствует 

0
iju , 

2
T
ij ij

i j

E W
W

1 x x

 ∂σ = − ∆ δ  + ν ∂ ∂ 
 - тем-

пературные добавки напряжений. 
Окончательно выражения для температурных добавок переме-

щений и напряжений можно представить в виде: 



Вестник Брестского государственного технического университета. 2008. №4 

Машиностроение 39 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) }

T
i i

yL

i i y

1 dT y
u x r 2lnr 1

8 1 dn

T y 2 cos n y 2lnr 1 dl ,

α + ν = β − −π − ν 

 − β ϕ + − 

∫�
 (11) 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

T
ij ij i j

yL

i i j i i j ij y

dT yE
1 2lnr 2

4 1 dn

1
T y n y n y 2 cos cos dl .

r

α 
 σ = δ + − ββ +  π − ν 


 + β + β − ββ ϕ − δ ϕ  



∫
(12) 

Система сингулярных интегральных уравнений относительно 

плотности ( )i y,µ τ  при граничных условиях первого рода имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ ( )

( ) } ( )

2
i i i

L

i j i

y
i j i j np

1
x,t y, cos 1 2 2

2 1

y, 1 2 n x

dl
n x 2 cos p ,

r x,y

 µ + µ τ ψ − ν + β + π −ν

+µ τ − ν ⋅ β −

− β + ββ ψ =

∫

(13) 

где 
0 T

пр i ip p p= +  - приведенная нагрузка, равна сумме темпера-

турной поверхностной нагрузки и механической нагрузки. 
Решение полученных интегральных уравнений проводится чис-

ленныо. С помощью метода механических квадратур. Интегралы 
вычисляются при помощи квадратурных формул Гаусса. 

В результате замены интегралов в (13) конечными суммами по-
лучается алгебраическая система уравнений: 

 X QY p+ = , (14) 

где X  и Y  - столбцы неизвестных плотностей, p  - столбец сво-

бодных членов. Матрица Q  с элементами i, jQ  имеет квази-второй 

порядок. 
По найденным значениям плотностей могут быть определены 

все компоненты тензора напряжений и деформаций в произвольной 
точке рассматриваемой области. 

Порядок решения задачи следующий. Основными исходными 
данными задачи, помимо уравнений (1) и (6) с соответствующими 
краевыми условиями, являются: количество точек разбиения грани-
цы области, количество шагов по времени, коэффициенты линейно-
го теплового расширения, теплопроводности, Пуассона, размеры 
массивов плотностей, координаты точек границы области. На 1-м 
этапе решается уравнение (5), в результате решения которого нахо-
дится распределение температуры в любой точке области в произ-
вольный момент времени. Далее определяются температурные 

добавки перемещений 
T
iu , напряжений 

T
ijσ  и фиктивная темпера-

турная нагрузка 
T
ip . На 2-м этапе решается система (13) относи-

тельно плотности потенциала µ , после чего определяются пере-

мещения и напряжения по формулам (7) и (10) соответственно. Раз-
работанный алгоритм реализован на ПЭВМ. 

 

2. Тестовый пример. В качестве примера изучается плоское 
напряженно-деформированное состояние стальной прямоугольной 
пластинки с круглым отверстием. На контуре модели прикладывалась 
температурная нагрузка, которая действовала на протяжении 1 с. 
Затем приложенная нагрузка снималась, и пластинка в течение 300 с 
находилась при комнатной температуре. При исследовании напряжен-
но-деформированного состояния ставились следующие граничные 
условия: на внутреннем и внешнем контурах пластинки отсутствуют 
поверхностные силы, две внешние грани, а также нижняя и верхняя 
плоскости теплоизолированы, на двух других гранях происходит теп-
лообмен с воздухом. Пластинка закреплена по нижней грани. В каче-
стве исходных данных задавались также температуры на не тепло-

изолированных гранях (на наружной грани 
0

HT 250 С= , на внут-

ренней 
0

BT 50 С= ), характеристики материала (коэффициент 

теплопроводности 
0

Вт
60,5

м С
λ =

⋅
, коэффициенты температурно-

го расширения: на наружной грани 
Н 2 0

Вт
15

м С
α =

⋅
, на внутренней 

грани 
В 2 0

Вт
30

м С
α =

⋅
, модуль упругости E=210 МПа, коэффици-

ент Пуассона 0,3ν = ), а также интервал времени нагружения (от 0 

до 300 с). Симметрия рассматриваемой области позволяет ввести в 
рассмотрение ¼ часть пластинки (рис. 1), которая аппроксимирова-
лась граничными элементами. 

 
Рис. 1. Расчетная модель, мм 

 

Проведена численная реализация построенных интегральных 
уравнений [5] задачи нестационарной термоупругости с помощью 
ПЭВМ. Построены графики распределения температуры по контуру 
пластинки для различных моментов времени. Типичное изменение 
температуры от времени на внешней грани приведено на рис. 2. 

 
Рис. 2. График изменения температуры от времени на внешней 

грани 
 

Кроме того, получены графики распределения компонентов 
напряжения и перемещения на контуре пластинки, из которых сле-
дует, что максимальные значения напряжений возникают на окруж-
ности. Наибольшие значения компоненты перемещений достигают 
на границе пластинки. Графики изменения температуры, напряже-
ний и перемещений от времени позволяют исследовать характер 
изменения напряженно-деформированного состояния в процессе 
температурного воздействия. Кроме того, проведено исследование 
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изменения во времени температуры и напряжений в произвольной 
точке окружности в зависимости от размеров пластинки, из которых 
можно сделать вывод, что напряжения и температуры в произволь-
ной точке внутреннего контура растут при уменьшении размеров 
пластинки. 

Результаты определения перемещений, напряжений и темпера-
турных полей сравнивались с результатами расчетов, полученных с 
помощью программного комплекса ANSYS Workbench, построенного 
на базе метода конечных элементов. Результаты сравнения темпе-
ратурных полей методами граничных интегральных уравнений и 
конечных элементов приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1. Значения температур на внутреннем контуре пла-
стинки 

Время, с 10 20 30 40 50 100 155 200 300 

Результаты 
МГИУ 

31 27,6 25,3 25 24 23,5 22,9 22,2 22 

Результаты 
МКЭ 

30,4 26,2 25 24,5 24 23,2 22,8 22,7 22,5 

 

Заключение. Разработан алгоритм решения несвязанных не-
стационарных задач термоупругости методом граничных интеграль-
ных уравнений. Достоверность формул и точность алгоритма под-
тверждается решением ряда тестовых задач. Рассмотрены случаи, 
решение которых можно провести аналитическими методами. Ре-
зультаты сравнивались с результатами [4] и решениями, получен-
ными с помощью программного комплекса ANSYS. Точность числен-
ного решения высока для внутренних точек и удовлетворительна 

для точек, примыкающих к границе области. Получены зависимости 
изменения температуры и напряжений как функции времени и коор-
динат. Основными преимуществами применяемого метода по срав-
нению с другими существующими является необходимость дискре-
тизации только границы области, при этом сохраняется высокая 
точность решения при уменьшении затрат машинного времени. Не-
большие затраты машинного времени для решения поставленной 
задачи методом ГИУ подтверждают эффективность метода по срав-
нению с другими численными методами. 

В дальнейшем предполагается развить разработанное решение 
на исследование пространственных тел, нагруженных механически-
ми усилиями и нестационарными температурными воздействиями. 
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Features of realisation of the method of the boundary integrated equations for the decision of untied non-stationary problems of thermoelasticity of 
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Медведев О.А., Ковальчук П.Н 

ОБОСНОВАНИЕ ВЫБОРА ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ОСНАСТКИ ДЛЯ ДОСТИЖЕНИЯ 
ТОЧНОСТИ СБОРКИ МАШИН МЕТОДОМ РЕГУЛИРОВАНИЯ НЕПОДВИЖНЫХ 

КОМПЕНСАТОРОВ 
 
Введение и задачи исследования. Метод регулирования ши-

роко используется для достижения высокой точности замыкающих 
звеньев длинных конструкторских сборочных размерных цепей ма-
шин в серийном и массовом производстве при экономически выгод-
ных допусках составляющих звеньев и основан на быстром целена-
правленном изменении величины одного из составляющих звеньев - 
компенсатора. 

В случае использования неподвижного компенсатора, изменение 
его размера осуществляется ступенчато, путём выбора и установки 
в изделие при окончательной сборке одного компенсатора опреде-
лённого размера из заранее изготовленного комплекта или установ-
кой определённого числа одинаковых тонких компенсаторов. 

Неподвижные компенсаторы применяются в случае, если кон-
структивно невозможно применить более сложный, громоздкий и 
дорогой подвижный компенсатор. 

Использование неподвижных компенсаторов основано на из-
вестном положении о том, что, используя компенсатор определенно-
го размера, можно компенсировать за счет допуска замыкающего 

звена лишь часть суммарного допуска составляющих звеньев, рав-
ную (в идеальном случае) допуску замыкающего звена. Увеличив 
компенсатор на величину допуска замыкающего звена, можно ком-
пенсировать еще такую же часть, примыкающую к первой, и так 
далее. В идеале ступень компенсации (разность размеров соседних 
компенсаторов в комплекте) равна допуску замыкающего звена, а 
число компенсаторов равно отношению суммарного допуска состав-
ляющих звеньев к допуску замыкающего звена. В действительности 
ступень компенсации должна быть меньше из-за наличия погрешно-
стей изготовления компенсаторов и погрешности определения тре-
буемого размера компенсатора. 

Размер требуемого в конкретном изделии компенсатора, как 
правило, определяется в результате предварительной сборки изде-
лия (без компенсатора и с эталоном на месте замыкающего звена) и 
измерения местоположения компенсатора. При окончательной сбор-
ке используют компенсатор из комплекта, с размером, ближайшим к 
измеренному значению. Требуемое количество одинаковых тонких 
компенсаторов определяется делением найденного при измерении 
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