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ванием нейронной сети прямого распространения. Задача решалась 
на компьютере с многоядерным процессором и видеокартой. 

По результатам экспериментов можно сделать предположение, 
что выявленное соотношение по снижению вычислительных затрат 
(на гетерогенных устройствах) сохранится и при пропорциональном 
увеличении вычислительных мощностей процессора и видеокарты. 
Поэтому описанные в работе идеи могут оказаться полезными при 
обработке больших объемов данных на гетерогенных кластерных 
вычислителях, которые активно развиваются в настоящее время. 
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KRASNOPROSHIN V. V., MATSKEVICH V. V. Algorithm for Fast Image Compression on Heterogeneous Computing Devices 
The paper deals with the problem of organizing efficient data processing on heterogeneous computing devices. A possible approach to solving the 

problem using the data parallelization technology is proposed. It is shown that, in the general case, the problem is a non-trivial mathematical problem. 
For one of the special cases, a solution algorithm is proposed. The effectiveness of the approach is demonstrated by the example of solving the prob-
lem of compressing color images using a direct distribution neural network.  

The ideas described in the paper may be useful in processing large amounts of data on heterogeneous clusters. 
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ЗАДАЧА maxQm || C  С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА КОЛИЧЕСТВО РАБОТ, 
ВЫПОЛНЯЮЩИХСЯ НА КАЖДОМ ПРИБОРЕ 

 

Одной из классических задач теории расписаний является задача 

maxP | m | C , которая состоит в распределении n независимых работ 

на m идентичных параллельных приборов. Каждая работа имеет опре-

деленное время выполнения и может быть выполнена на любом из m 

приборов. При этом требуется так распределить работы на приборы, 
чтобы время завершения выполнения последней работы было мини-

мальным. Эта проблема NP-трудна уже в случае maxP | 2 | C  [1]. 

В [2] рассмотрена эта задача в следующей интерпретации. 

Предполагается, что на одном приборе может выполняться k работ, 

так как каждый прибор имеет k единиц специфического ресурса, и 

каждая работа требует единицу этого ресурса.  
Показано, что эта задача может быть сформулирована как зада-

ча k-разбиения. В таком случае работы {i1, i2, ..., in} идентифици-

руются с предметами, а процессоры с подмножествами {M1, M2, 
..., Mm}. Тогда решение задачи теории расписаний соответствует 

разбиению предметов на подмножества. В [2] показано, что если 
*С  и 

*С  – значения оптимальных решений для задачи 

k-разбиения и задачи maxP | m | C  соответственно, то 

*

*
12

С
mС

< − . Предложены приближенные алгоритмы, решаю-

щие задачу k-разбиения. 

В данной работе рассматривается задача с ограничениями на 
множестве параллельных приборов различной производительности 

maxQ | m | C , которая формулируется следующим образом. 

Задано множество N={i1, i2, ..., in} из n-независимых работ, 

где работа ij имеет время обработки pj. Работы выполняются на 

множестве M={j1, j2, ..., jm} из m приборов с различными скоро-

стями sj, 1, ,j m= K , при этом время выполнения i-й работы на 

j-м приборе определим как i
ij

j

pt s= . 

Дополнительным ограничением является то, что на каждом при-

боре выполняется не более k ( k n≤ ) работ.  

Обозначим через jZ  загрузку на j-м приборе:  

1 , 1, ,

jk

i
i

j
j

p
Z j ms

== =
∑
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Нижнюю границу значения оптимального решения можно оце-
нить следующим образом:  
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Предлагаемый алгоритм А1 основывается на идеях редуциро-

вания задачи [3] и динамического пересчета нижних оценок опти-
мального решения [4, 5]. 
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Для описания алгоритма А1 нам потребуются следующие обо-

значения и процедуры. 

Пусть jk  – количество работ, назначенных на прибор j к данно-

му моменту времени. Обозначим через ( )F FN J  – множество фик-

сированных работ (приборов), таких, которые в дальнейшем не 

участвуют в построении расписания. Обозначим через (J )s sN  

множество свободных (нефиксированных) работ (приборов). Счита-

ем, что в начальный момент времени sN n= , sJ m= . 

Отсортируем работы в порядке не возрастания времен выпол-

нения 1 2 np p p≥ ≥ ≥K , и приборы в порядке не возрастания 

скоростей 1 2 ms s s≥ ≥ ≥K . 

 

Процедура 0( , )P j i  

Пока j m≤ ; jk k< ; i

j

p LBs ≤ ; i n≤  выполняем следу-

ющие действия: 

Если i
j

j

pZ LBs+ ≤  и jk k< , то полагаем 

i
j j

j

pZ Z s= + , 1j jk k= + . 

Иначе 1j j= + .  

Параметрами процедуры являются i  – номер работы, j  – но-

мер прибора. Процедура 0( , )P j i  закончит работу, когда при загруз-

ке очередной работы 0i i=  оказалось, что существует прибор 

0j j= , для которого 
0j

k k=  либо 0

0

i

j

p
LBs > , либо 0j m> . 

Таким образом, будем считать, что выходными данными процедуры 

будут номер прибора 0j  и номер работы 0i . 

Алгоритм А1 начинает свою работу с выполнения процедуры 

при 1j = , 1i = , 0jZ = , 0jk = , FN = ∅ , FJ = ∅ , 

sN N= , sJ M= . 

После завершения процедуры возможны следующие ситуации: 

Ситуация 1. На прибор 0j  загружено k  работ.  

Лемма 1. В Ситуации 1 приборы 01,2, , jK  можно редуцировать. 

Доказательство. Если 0 1j = , то на первый прибор будут за-

гружены работы с самыми большими временами выполнения. В 
этом случае редуцирование корректно. 

Пусть 0 1j > . Нетрудно заметить, что любое количество работ 

k̂ k<  с индексом 0i i>  может быть загружено на любой из при-

боров, при этом загрузка любого прибора не превышает 2LB . Дей-

ствительно, на прибор 0j  загружено k  работ, причем это работы с 

индексами не больше 0i . Поэтому для любых k  работ с индексами 

больше 0i  их суммарное время выполнения не превосходит сум-

марного времени выполнения работ на приборе 0j .  

В силу упорядоченности производительности приборов время 

выполнения любых k  работ на любом из приборов 01,2, , 1j −K  

не превосходит их времени выполнения на приборе 0j . Таким обра-

зом, мы можем назначить нужное количество работ 1k k+ , начиная 

с работы 0 1i +  на прибор 1, при этом загрузка прибора 1 не будет 

превышать 2LB . 

Аналогичные рассуждения справедливы для приборов 

02, , 1j −K . Это значит, что на приборы 01,2, , jK  будет назначе-

но k  работ, причем загрузка любого из этих приборов не будет 

превышать 2LB . ⊗  

Следствие 1. Если 
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быть уточнена следующим образом: 0
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Ситуация 2. 0j m> .  

Это значит, что на любом приборе выполняется хотя бы одна 

работа и очередная работа 0i  не может быть назначена на прибор с 

номером m , т. е. 0i
m

m

p
Z s+ . В этом случае выполняем Проце-

дуру 1( , )P j i  при начальном значении 1j = , 0i i= . 

 

Процедура 1( , )P j i  

Пока jk k<  и i n≤  выполняем следующие действия: 

Если jZ LB≤  и jk k< , то работа i  назначается на прибор 

j  и полагается 1i i= + ; иначе 1j j= + . 

Процедура заканчивает работу, когда на очередной прибор 

назначено k работ или все работы из списка работ назначены. 

Лемма 2. В Ситуации 2 при завершении процедуры 1( , )P j i  су-

ществует прибор 2j , для которого 
2j

k k= . 

Доказательство. В противном случае на всех приборах 

jZ LB> . ⊗  

Возможны две ситуации:  

Ситуация 2.1. 
2j

Z LB≥ . 

Прибор 2j  и все назначенные на него работы считаем фикси-

рованными (удаляем их из рассмотрения) и продолжаем 1( , )P j i  

при начальном значении 2 1j j= + , 0 1i i= + . 

Ситуация 2.2. 
2j

Z LB< .  

 

Процедура 2( , )P j i  

Удаляем последнюю работу, назначенную на прибор j , и 

назначаем на ее место первую работу, назначенную на прибор 

1j + . 

Очевидно, что 2jLB Z LB′< ≤ . После этого считаем прибор 

и все назначенные на него работы фиксированными, перенумеро-
вываем все оставшиеся работы и приборы и выполняем процедуру 

0( , )P j i  при начальном значении 1j = , 1i = . 

Ситуация 3. На прибор с наименьшим номером 0j , не назначе-

на ни одна работа, т. е. 
0

0jk = .  

В таком случае, проверяем, можно ли пересчитать оценку. Для 
определения такой возможности рассматриваем работы из множе-

ства 
0j

N , у которых 
0

0 1, , ,i

j

p LB i i ks > = K . 
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Определяем новую оценку пор формуле  

 
0

1
11

, ,0 1 1 1
1

minmin , /j

jk
kLB l jk i k

l jj

p
p s

s

−−
= =

= =

    ∑ ∑ 
    

K

. (2) 

Идея пересчета оценки состоит в том, что рассматриваются все 

возможные варианты, при которых либо работа ki , 0 1, ,k i k= K  

будет назначена на прибор 0j , либо она будет назначена на один 

из предыдущих приборов 01, , 1j −K . 

Если 
0j

LB LB> , то полагаем 
0j

LB LB=  и выполняем про-

цедуру 0( , )P j i  при начальном значении 1j = , 1i = . 

Пусть 
1j

LB LB≤ . Для работ 0 1, ,i i k= L  из множества 
0j

N  

выполняем процедуру 1( , )P j i  при начальном значении 1j = , 

1i = . Отметим, что прибор j  такой, что jk k<  и jZ LB≤  

обязательно существует, иначе можно было бы пересчитать оценку.  

Если в процессе назначения появился прибор 2j , на который 

назначено k работ, то возможны три ситуации: 

Ситуация 3.1. 
2j

Z LB≥ . 

Фиксируем прибор и все работы, выполняющиеся на нем. Пере-
нумеровываем все оставшиеся работы и приборы и выполняем про-

цедуру 0( , )P j i  при начальном значении 1j = , 1i = . 

Ситуация 3.2. 
2j

Z LB< . 

Ситуация 3.2.1. Пусть 2 0 1j j= − . 

Лемма 3. Если в Ситуации 3 выполняется неравенство 

2j
Z LB< , то для любого прибора 2j j<  при назначении на него 

jk k−  очередных работ его загрузка будет не больше 2LB. 

Доказательство. Пусть на первом этапе на прибор j  было за-

гружено jk  работ, а на втором этапе на него назначено jk  работ. 

При этом время выполнения каждой из работ, назначенных на вто-
ром этапе, не превосходит времени выполнения каждой из работ, 

назначенных на первом этапе. Для прибора j  его загрузка при 

назначении первых jjk k k− −  работ не превосходит LB. Поэто-

му суммарное время выполнения последней назначенной работы на 

прибор j  и оставшихся jjk k k− −  очередных работ не превос-

ходит суммарного времени выполнения работ, назначенных на при-

бор 2j . Таким образом, суммарная загрузка прибора j  может быть 

оценена следующим образом 

2
( 1) 2jj j j jZ Z k k Z LB≤ − − + ≤ , где ( 1)jj jZ k k− −  – 

загрузка при выполнении 1jjk k− −  очередных работ. ⊗  

Следствие 2. На приборы 01, , 1j −K  были назначены работы 

с самыми большими временами выполнения, поэтому все эти при-
боры и работы, назначенные на них, можно исключить из рассмот-
рения (перевести во множество фиксированных). 

Замечание. Нижнюю оценку можно уточнить по формуле (1) для 
оставшихся работ и приборов. Для этого перенумеруем оставшиеся 

работы и приборы и выполним процедуру 0( , )P j i  при начальном 

значении 1j = , 1i = . 

Ситуация 3.2.2. Пусть 2 0 1j j< − . 

Применяем процедуру 2( , )P j i  при 2j j= , 1i = . В таком 

случае, новая загрузка прибора 2j  будет не меньше LB и не боль-

ше 2LB. Вычеркиваем прибор и работы, выполнявшиеся на нем, из 
рассмотрения, т. е. переводим их во множества фиксированных. 
Перенумеровываем оставшиеся работы и приборы и выполняем 

процедуру 0( , )P j i  при начальном значении 1j = , 1i = .  

Ситуация 3.3. Работы из множества работ 
0j

N  закончились, но 

ни на одном из приборов 01, ,j j= K  не выполняется k  работ. 

Выполняем процедуру 0( , )P j i  с начальным значением, равным 

наименьшему номеру прибора j , у которого 0 0Z LBj< , 

1 1i k= + . При этом может возникнуть одна из ситуаций: 1, 2 или 3. 

Теорема. Предложенный алгоритм имеет гарантированную 
оценку 2. 

Доказательство следует из приведенных выше утверждений. 
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We consider cardinality constrained uniform machine scheduling problem maxQ | m | C  and proposed an approximation algorithm with worst 
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МЕТОДЫ И ИНСТРУМЕНТАРИЙ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ КОМПЬЮТЕРНЫХ 
ГЕОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

 

Введение. Построение цифровых геологических, геоэкологиче-
ских моделей является обязательной составляющей экспертных 

заключений в ряде сфер деятельности, в частности, при ведении 
государственного мониторинга состояния окружающей среды, недр, 
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