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' 1даГЭРЫ1НЛНТЫ I IX УЛАСЦ1ВАСЦ1. РАЮВДЕ 
‘ С1СГЭЫ ЛШЕШШХ■•АЛГдаИЗДЫХ УРАЙШШЯУ.'

■ I . I .  ДЭТЭРШНАНТО ДРУГОГА ПАРАДУ
• Разгледэ!м квадратную тябл!цу або матрицу памеру'2х2, утвора- 

ную двума радкаы! . ! двума олупкам! э. чдтырох л!кау

. п _  (О ц  #а. V  ’ №
, # U, Ъл'.'

JIIrI d i j  t i  , j  ~  1,2 наэывавцца элементам! матрицы,
при гатим элементы аи , утвараяць яе галоунув дыяганаль. а 
элементы Ь ) , O j,  -  пабочнув. ,

■к Азначэнне I . Дэтэпы!нантам або вызначн!кам другого парадку, 
адпавядаючим матрицы ( I ) ,  называецца л!к , . , : ’■■■■■'■■

cteb /l  — A (А) < ? и
Oj,

о,г\ -
Oj) I . » O j f . (2)

1.2. ДЭТЭРМПШГШ ТРЭ1ШЯГА ПАРАШУ
Раэгледэ!и квадратную патрицу паыерам 3x3 з дзевяц! л!кау

—

г0„ о,i 0,3
О), Oj). 0)3
03i Ом Озз
0„, Oja, 0)3

( 3 )

Л!к1 (элеызнты) азз , °зз утэараюиь галоУтпо дияга-  
наль матрицы, а л1к! (элементы) o,3t , O j, — пабочную».

Азначзнна 2 .  Дэтэрм!налган або вызначн!каы трэиияга паюалку. 
адповядаячш матрицы (3), называецца л!к . ‘ '

, .  de4 :Л  —
о„
Oj,

0,3
Oji — °,1 °JZ 0)3 *■ О,л олз aJt +  .

Ojr: ; * ) * < ' .

+  O jiQJ j O y - O a  Oj j Pj , ”  Q3J — Oj j  Oj j  O ,,.  (4)

: Адниы са спосабау выл!чэння дэтэрм1нантау трэццяга.парадку 
э'луляецца прав!ла трохвугольн!кау



1.3. IIAHPKIS ДБ ДЭТЭРМ1ЯАНТЛХ ГЬ-ГА ПАРАДКУ 1 V
Разгледз1м кводратнув матрицу паморам Н. х п. а пА л!кау

•- -  4 -  - . _  .

OffU 
■ aJfi (б)

.Аяначтшо 3. Дэтэрм1ноитпм л. -га парадку,
<,ши(5)., наоиваецца л!к, пк1- абазначаецца

а„ аи  . От
, J e i  й <1л Oj, •• aJn

о Л г О/ц ■. о.„
(б )

1 ,Адзначым, што дэтэрмЬкшты 4-га | б-чьи высок!х паморау выд!- 
' чавццп. методам-aulsoimn qauopitacn5. :Кяб сфармуляваць готм метод,
увядаем: . . ■- ■ ; ■ ___ ■
i Азначонме 4. Алгебра!иным дадаткан- _ Atj  (  * , j  ** Л /г )  > - 

одлавядаючым алеыеиту a,j , иазнгчецца вел!чыня, выл^чаоиая па- 
формуле

A tj  -  f~ 0  ^ ó t j  ' (  *>J /< л  . ) t (7)
дао /3ij  -  mIhoo. г. зн. дэтэрмЬтнт, як! втрь'мл!Бйецца а дэтэрм!- 
нанта (6) выкрэсл1ванном редка !, слупка ип перасячзкн! которых' 
знаход!цца элемент,йу . • 1 - , т -

. С:фав.ядл1ва наступнал тэарэма, якую мк привядаем без-доказу:
Тдпшма..Усяк* датэрм!нант роУны сумо эломектау пкога-нобудзь 

' редка або слупка, памнотлных на алгебра1чния д ад атк!,як !я  1м ад- 
павядаюць. : , ■1 ! ' .

-Напрыклвд:,'  - ‘ - -  \ V  .

. d e i А. -  o)t АГ/ г  Оц о,п Д/п =* **.Ot. CG)
■/ |’ - • < - 4* г , .

■ Роунасць (8) з'яуляеш|а раекладакнем дэгэрм1на1гга (6) па эла-
сментах nepsaro радка!: 3-формулы (В) таксам» внн1кае, пто датэрм!- 
>гнаит п. -га парадку эвод1цца да выл1чэннл .п> дэтэрм(нантау парад- 
лку> ( и - 1 ) .  ■■ "■■ч\

ЗаУвага. Колькасыь выл!чэнияу будэе каймснсай, кая! веси! pac- 
г. кладанно дэтэрм!нанта па радку або слупку, як! змязчоа каЯОольоуп 
«колькасць нулеу. ....  ........ . ' . '.v -

Лрккляд.ЗилIчынь дэтэрч1кант,_ ряскладапчы «го па элементах 
якога-нсбудэь радка або слупка. Выборам для гэтага пержы редок



■ 1.4. УЛАСШВАСШ ДЭТЭРМШАНГАУ.
Разглядзець самастойиа.

. 1.5. РАВЭ.ЧНЕ CICT3M Л1НЕЙНЫХ АЛГЕБРА1ЧНЫХ УРАУНКННЯ? МЕТАЛЛЫ ■' 
ДЗТЭРШНА1ГШ (WETАДАМ КРАМЕРА!.- '

- Разгледэ!м гэтае пытанне на пркладзе с!стэмы трох л1нейнкх урау 
ненняу э грима невядомкм1: ' ■

( а„ X, г  О,i  Хг + Оц *3 = d r.
л Оц X/ г  Ojt X* Ххз i ■ (9)

Q3, X, Г Oj.i *j . *3 -M j  ■

Рашэннем с!стэмы (9) назызаецца упарадклвангя тройка л!ка?
( х, * Xt »' хз К  якая хоанае ураунекне с!стэмы лератварае у гоес- ■ 
наоць. ............ . _

(Истэма, якая "мае хаця б адно'раоэнке; назызаецца "су'мяшчаль- 
най. а не маячая н!водаага рашэння -  несумя^чальнай.

-  Увядаем дзгэрм1нангы: s.',’ ■', , '

а „ <*и 0,3 d i ’ ■ Оц. d i i ,

V 4  = О*, 4м а*з . > d* Ол а*з'

ви *ts d$ a34. Oti

Он di 0,3 | 1 o,. Qu  d,

4 * ,= 0*1 di. Ctts ! > . 4 * , = 1 *u «u . d*.
rfj 0.И 1 Oix 03i di

- Прк гэткм А  называецца алноУнкм язтэта1накта« с1стзи» (9 ), 
а Ах> , , Д  -  дяпамсжным!.

На аснова уласц1васией дртзрм1нактау моюча паказаць, аго с'С - 
■пма (9) я кв i валентна с1стоме «... - ч



*| & • -*j  -  A *, , '

Магчымы каступныя Г'ьппдк!: ■
I. Кал! ясноуны дз«>ри1нант с!стэмы /Зу- 0, твда (Мггзмя (И ) ,  

н янячкмь ! ока!валентчач ей с1гтама'(9), мае адоЫае рршгжне, и*08 
эняходгична пь Формула* .(рамера: . , ' >

(II>.

2. Наха Я Л - С\ а/е"хаця *5 ядз!н з Дапаможннх д-.пэрм!нантау Да, 
Дх, , не роуны кулю. У гэтым выпалку-с(стэма. ( I I ) а  .

значьаи. $ сДстэма (9) рлпзнняу не мае I Судзв кесумкшчадьнай.'
3. Няхай-Л--с>\ Аау-О* &хл = 0 ,  А ^ - Р  . У гэтым выпадку c lc -  

тэма (9) кожа аказзцца нзсуыкшчальнай або можа мець бясконцае мност 
ва рашэнняу.

Прыклад: Раяыць-менадам Краыера с!стэцу л1нейных алгебра1чкых 
ураунекнгу

(  2 х , т  3 Яд -  -*j  ~ 9  i 
< х ,  + Зх* -  —
( Зя, -  ла *■ * f j  * ~ f -

Упэун1цца-самастой,га, што ' -
А  -- *9. Ал, = 19. А ^  «  38 , '9

!* ,, ял , Я) ) -  ( 1> *■ ~ *)■

Тады

Г •*» -
Azt
А

-  1 Ł
tp

~ /

*J - Alt 32
■ *S wt

Ат ■ /9

1J ~ Ajj ..
Л , /9 ?v- ■ .



Азнячзнне 5. Л1нейная с!отэма (9) называет» аднароднай1. кал! 
усе яе праяыя частк! роуны нулю :( d, -  Ą  -  ć/t -  О  ). У*про- 

%'Ц'лэгдам выпадку Ыстэма иазываецца неаднародняй.
>■. Спривядл!ва иястулнап тзаряма, «ху*> мы пры&ядзем бев дохазу:, 

Гзарэма. Для таго. каб яднародная п!стэма л iнейних алгебра!ч- 
ннх'урэуненняу (9) мела ненулявыл ратанн), неабходна I дчстаткова 

'как яе галоуны дэ?эрм(нднт быу роуны нулю. .

\ &tt
А - I 3̂1 7*-’

I в j , Cl<f '
-Лч. 4‘V ’• Л'"-'-;'

1.6. РАШИНЕ С1СГЭМ ЯШИНЫХ АЛГЕБРА! 41 iUX УРДУ НИШУ МЕТ АДАМ 
■ ■■ ■ ПАСЛЯДОУНАГ'А РЫНЛКНЭННЯ НЕВЯДОМЫХ.(МИГАЛ ГАУСА5.

Разглядзець самастоЯна.

о,
<Ы I - о.

2 .  Л1НЕЯНЫЯ НКРАУТВАРЭНН!. МАТРИЦЫ г 
ДЗЕЯНШНАД IMI. ‘

2 .1 . Л i НЕЙНЫЯ ПЕРАУТЗАРЭНН I . .  МАТРДШ.
Разгледз1м лЫейнае пеоаутварэнне эгульнаРа в!ду

I ^  ^ -2 ** : ® Ъ  I-
)  -  4/1 i- “a  j j  *■ -* 0J*

(I) •

. Л!нейнав пераутварэнне (15 мохка 1ирэрпрэтавац!. як пспаутьа— 
рэнне а- - мернага вектара '£*■ ( г, , я . ) у  т .~  кермывак- 
тар J -  ( у . . , у »  ).

• Азначзнне Матрынай л1нейиап‘ пееяутв&рэния ( I)  называет * : 
.прамавугольная табл!на ■ тшору ■ к. х ■<% . з юзфИшснт&у тзтагн' пе-
раутварэннк без 1х перастаноук!



- о -

яиц
■ds л =

Он си  .. О,a V Оч О и  - •
O j, Oj j ■ ■ O j л  ) = 0л f <?-Г* **

В-яп О a j  ■„• О я я  ! О т , 0 т  t  •
(2)

Кал1 холькасць радкоу I ступкоу матрицы супадае { т  =*п. ) ,  та- 
ды яна назыяаецца квадргп-ай.

Азкачэнна Z. Дзтэршкднтам квадратная матрицы А казываецца л!к, 
нк! абазначаецца , А; ■ ■ ■ ■ ■ ■ ' ■ ■

••

й ' г ■ • 0 j r a  ;

л , , О tą . •

■ Заувага. Неквадратная матрица дзтэрм!нанта не мае,
Азначэнне 3. Матржи А7, называет» траяспанаванай, кал1 яе 

ради! з ’яуляюцца сдупкак: матрицы А.

я _  /  О, / Q и  Q/s ^
" " I *j't «л **.! /■ Л  -

/О,,
0 а ***
й п °J3

В1давочна, што (А )* =  А. ~
У далейоым разам э ргзгорнутым зап1сем матрицы А будэем вы- 

карыстоуваць яе каротк! aanic -

* - * т , Л т &А ы 1 ;  ' ,
Азначэнне 4. Квадратная матрица А нааываецца с1метрыунаЯ.' ка- 

л!-усе яе элементы, с1метрычныя адносна галоунай дыяганал!, роуны 
паы!ж сабой. . ■■■ , -  : pi'

\  4 - 1  Oij ( ,  » '-<*; ■> - ^ , Pij =  aj  i . ¥  L>i
Иапрыклад t ■’ г

3 Л  1 У  -  ' •
*  * ЗГ ,.-■■■ ■ .. ....л ' .
Г  . О Г  . :'■■■



' Аэначэнне 5..- CI матричная матрица называете дыяглнальнай. ка- 
*1 у яо усе элемента па-эа галоунай яаяганаяля роуны нуя»

j  О tę О  • •• О  \  .
. ~ Л  -  / О • • • D  1 =* diag (о„, J '•

1  о о .. ■ ъ* j ,
Аэначэнне 6 . Дыяганальная матрица ? яко* усе; цементы, як!я 

■ знаходзяцца на галоунай дыяганал!, роуны I;- называецца адэ1нкаввй 
I абазначаеода

i а  .  ••  о 
оЕ ~

о о
Аэначэнне 7 . Матрица э ад т го  редка або адкаго слупха назива- 

ецца едпаведиа рядковой або слупковай ’

А  ~  ( о a,i . . .  Ъ я )  , - 5  =  ( * v )
! \  < /

Родкоэуо ! схупковур матрицы часта називаюць вектараы!. ■■•■■■■
: .Азначэннс 8. Дзве матоычы A I В л!чацца оо?нш1 кал!; I)  яны 

аднолькавага паизру hi ха - ; 2) Усе 1х адпаведныя элементы роуны 
пам!к сабой.

Л -  Атж к  * h . j t ! , =

в  *• -  В Л / /  , •= Ью I J  ~ ОЕ,

А - 8  ^  &<j ~ Лц , ^  '

2 .2 . ДЗЕЯНН1 НАД ЫАТКД1АЩ • 
у I .  СаДАДАННй КАТРШ.

Складапь пам1х сабой м ота тольх! матршм адаольхавкх памерау. 
Йра гэтюс, хаб атрнийць матрицу суш  трзба скласы! 1х адпапедакя 
Элементы. ".

Пгмклад.



-  10 -

Адыманно матриц праводэ1цца аналаг1чна.'
Й. МНОЖАННК МАТРЫЩ НА Л1К.
Каб памножьщь матрыцу на л!к трэбо усе яе элементы памножыць

3. MHOSAłiHE МАТРИЦ __  ___
; Йяхай матрицу . & т х к ■“  ^ lj  ^ > ‘ *>/rf > V ~ к  ' 3 

радкоу J к  • слупкоу тпэба памножмпь плева на матрицу 
-  Ц a,-J I I , I -  1Ź; j - ł *  3 к  радк°7 1 слупкоу. У BUHlłty MU '• 

атркмаем матрицу Вь,*к * ^ т п . -  С » л П -  N >1 > >~1**>. !  J*  
а т  радкоу•! л. слупкоу, элементы якой онаходзяцца па формуле . ;

3 роунасц! ( I )  вкн1кае, его  элемент c ; j  здабытга двух мат
рац рсвен сум зэ добыт кау элементу L рядка левая матрицы В на од- 
паведкыя элемента j  слупка правая матрицы А.

• Пвдкляя. '

на тэты л!к.
' • Наприклад

н
4 Jd ^*1 ( I ) .

J-/

jГ. 1+63 S -Л  + 6-V 
Г -1 i-S-J f -Л* $ 4

3.S+4.4  • 3 -l + Ą.i



г:> Парауноуваячн паи {а сабой атрымания матрицы мы бачым, што . 1 
Л * 3 ф  В • А

ТакЫ чином, для здабитка матриц уласц1васць камутатыукасц!, 
наовулкажучц, не гыконзаецца.
■. ■■■.. ЗаУпага. Адвначым. ото. 1снушь матрицы перастановачшк аддос- 
на аперациГ мюкання. Да 1х, у прыватнасц! ■, калбкыцъ едэ1нкавкп 
матрица Е, для лкоД ’ ~ ■ \ ’

А. * Е =  Е * к —  А.
2 .3 . УЛАСЩВЛСШ MATPall '•
НяхаЯ Л  -  Vfcr,s-t , А, В, С -  ма-'ркцц 

■ Пераканацца самастойна у справядлГвасц! наступиых формул: : ;

1. А- А -В  -  ( Х А ) -  & С л Б ) ,  .

2. А • ( £*С)  -  J - 3  *- J ’ С,

3. ( A + e i - C - d - C + B - C ,

4. А> в -  С'=г ( Л - В ) ' С ^  (,6-С ),

5. ( J l - S f  ~  6 Г> Л Г. ; ' ' .

Няхай Л I В квадратныя матрицы памзру К х л. . ‘Гады

1. cł-e-t (  А • А  )  =  ‘ А *• d e i А  -

2. cJei (  А • Р>) ~ d f t  А ■ c/ei В ,

Я АДВАРОТНАЯ t.!ATFMA. РАСРННЕ С1СТЭМ Л ШЕЙНЫХ АЛГЕБРА 1Ч}ШХ'  
УРАУНЕННН? МАТГцТРШ МЕГ АДАМ.
3 .1. АДВАРОТНАЯ МАТРИЦ .

■ Разгледз!м квадратную матрицу памеру < а «



л  =.

, - V  I2 ‘ — -

/  0,f ■■ Оц ' -0/Л
I tij, - 0j j  •• •: °ЛЛ:
I ‘ •. *•>
\ • • * * ;.■■■'

Квадратная матрица называедпа незяыподиаЯ. кал! не дзтэрм!-- ■ 
кант с/* i  А =*0 ■ ! аеабл 1ваЯ або авыполняй у" проц!г.еглым • . .V

, выладчу.
: Справядл!вы наступныя тэарэмы, як!я мы прывядэем без д о к а э у .; 

> ' Тэарэма I . Для незБьтоднай матрицы А1снуе адэ!нал адвааотняя 
матрица Л~* • Д»ч яков

А-А -1 А  */• ^  -  Б , <2>

дзе Е -  едэ{нкавая матраца.- ‘ -
3 роунасц! (2) вын!кае, апго матрицы А !А~* уэаеыня адваротны 

! перастаноууыя е^кос^а аперацы! множання. Няцяжка пераканацод.ато-
. tJV "-('- 'А  '

Тэарэма 2. незвыподнаП матрицы Ą астат; отная матрицу А"* 
знаходз!цда па прав!де м ' 1 '

\ Л „ Аг, т,.м. .Ą*f
\4и

... v* • Т

* * А'лп Г Т . Авп
<з>

дзе Aij. алгебра1чкыя дадатк! да элементау ' A tj ; *у •
, Затвпга I . У впватхзтнай матрицы алгебра!чныя дадатх! да эле

ментау радкоу раэы'зачаны у сделках.
3.2. РАИЭННЕ С1СТЭМ ЛМЕЯНЫХ АДГЕВРА1ЧНЫХ УРА?НЕЗНЯУ 

матричным ter адам
. - Разгледэ!м гэтае питание на прыкледэе с!стэмы трех л1нгМнх 

урауненняу з трыма невядомым! -■■■.
(  о„ х , -ь о,г  хи ч- o ,s Xj -  ef,.

-  } aj ,  ■*> * a-U Ъ. '* Ъ  = Ж .

.{ Oj, X, +Oj* *л * Ois  Ъ
(4)



Увкдзем матрицы:

вц, ■ о,* , .0/3

Яц gj s

° л  6JA ffSi

!'■ \ Л ,,
Х=  I л .  Г .  # =  <  * 

\  Л 4 1
■ ;г:3ыхарвэтгусы i^aalM  rao^jpw  штрыц, aatjjaais с!стану (4) у 
матричная форма . I 1 ' ’

А-Х-Ъ  ' J“ ‘ '' ‘ г . !(о)
• Будаеы л!чыць, пто.матрица к неэяырсднач. талы-для яз icHye 

едэароткая матраца» пкая энаходз!цца яа формуле

Г 1 =
/  Яи J s t  \

7Zn"!'4* J** 4* у • ,

даэ Aj • гл?ебра!чяыя дадати! да злеыютау tu j , t , j  ~ f»  ̂
Паинояьэд обедаэа часта! ураунвння (5) олзва на матрицу А” * ! 

f j i lw y z j ,  сто
£ ~ * Л Х - 4 ' ' 3 ,  J ' ,.4 =e£ .  Ё Х ~ Х ,

канчатеоеа атрыиаем
/ »  J ' * Я

(б)
Гэта будаг рагэннз матричная ураунеккя (5 ): Падптяз1м у. (б> 

раэтормуть'я вырази матркц



<=!>•
■*> f  

•*>-

J „  * / т  <01 •‘i t  t
М Л  ' » -5 ’

«Л* Й/ * А з л Л
. </(*/«/ ■ ■ , •

i& t -t  .-
(7)

: Формулы (7) давць решэнне эиходнаП с!стэмы ( 4 ) . ' . ■ ; ■
Эпопага 2. Зус!м аналогична знаходз1цца рапонне л1неЯнаЯ clc- 

тэмы з адэолькш л1хам невядомых, матрица якой незсыродная. ' ■
'■ Прыклая. Рапьиь магрычным методам о1стэму ■

(  i j r t * Jsu  = -v  , (4*)

•■■■'■■ fĄf:} <%=£*■ : Л X' -  *0

JHA * J *  f  | -- Л-M= г  Ф o

f * ' )

Я J ~ j .



Тэапотицпае прпктынпппнно. Пораконашда, пто районном матрнч- 
нага уравнения Л. -У- в ~ Ю , Л  ФО, Л г Л  б  т»С>.
э'яуляоцна матрыиа ■ ■ X  ■*. я - '130-Л~г. ■■ ■■■■:■ -

‘ 3.3. РАНГ млтриш. ТЭАРЭМА iffOH3KEPA-Mmi.
Раэглядззць еамастойнп.' . . .
3 .4 , УЛАСНН ВЯЯТАР МАТРИЦЫ. ' -
Разгледз1м квадратную ма • łгрицу ппмеру 3x3

/  а и Ои ° п у . \
Л  = I  о / , 4ы

\ % 1 JJ ч *• *
/  !  i

(8)

i кенулявы зэктар-слупок

-V Ф О '
як I будэем наэываць проста вечерам :
I абозначаць ; У Ф ~ 3 Ф Ф ~ '  х ,*+■

ПадзейнГчаём матрыцай А олова на пектар JT" .
У выиСку атрымаем некаторы, наогул ка*учы, новы вектор

/  -*■ г-? ■ .
<*'* ЖУ  ■ . . • .............. (9)

: РазгледзСм выпадак, кап! вектар у  паралельны вектару Л*  » 
р. эн. у -с  X ЗГ , А *■ са й г.

' ■ tI0)
. ' Азначэнне. Кал! пад дэеяннем матрацы Л пзктар ■хг~ перехода1ць
у паралельны сабе яектар A i?* , тады он называеииа-. Уласнам веота- 
рам матрицы А. а л! к X пры готым называецца Улвонкм значэнчеу,. 
яксе адпавлдае дадзонаму уласнаму-Еектару. ; . г.- .

ПерапСюам роунасць (IC) у выглядзе 
J -Л*-* А Е я Г  Г / з - л а у Г г г  о*

СП)
або больи падрабязна - ■ -

(et„-А  ) г , + Огл. Ъ f  О,s *3 ~ О,



л:.'?ая5м чинам, каардунати уласнага нестара .з Г ? .(х ц Х г , %з) .■ 
naslm u быг.ь разэняем с!стзки (IX !). Для саго каб л'нейиая а д т ю д -  
н м  с1стэма СИ’) «ела- неиулпяня радэкнИ^неабходка i ластаткопа, .

.--16 -

( 1 2 )

хаб яе.галоукы дэтэрчГкант бы? рауяы гула.

Ott- 0,3
.• 1 det ( Jt - A ź )  = <Ъ, . O j j -h . Он

^3i ■ 0 » <6»“А

Уравнение (12) казиваецна хапактзшегычиюл урауненнем « и р а »
А. ' •

■ У чыпаляу матршти трэцияга парадку‘s:ho будзо куб!чпгя адкссиа. .;• 
А . Раьзючы тэта  ур.туненно tai зиойдзом его’ каранТ, як!я будуць 

yjiHcinj;.;! ■значэнпяя! матрицы А. Далей, каб знайсц! каардакаты улас- 
них гектара?, як!я адпападарць коякак? з уязешл: з::ачзн.чяу, трзба 
па чарзе .когнае з !х падс?ав(«ь у cicrayy СП?) 1  .рагаэчи кожпи . ■
раз накааа атриулнуэ с!етэму} онейдзем ааордигатн улагизга нектара, 
адпавадаачага дадзена:.;у улесплуу зкачзтгсг.

Затгпрл :). 3 роукасц! С̂ О) BUjilrae, ито угасни нектар матрао» 
з!рходэ!тка з даададнасця дз г!кавага ?ałc®i!i'.a.

Тгк.м чыиаи, когпаду улнепаму оначз!В5э одпязгдзг бясконаае 
шостяа-кал!исярньт; улаеккх вектора?.  ̂ (

ЗаУаагп 4. Гожна дакаоздь, итокал! в*ча1сиая катртдг* Ą э ’я^яя- 
ецца сН’етрычнла. сади яз уакамя акадани! буфць TOoataw,".»!, а 
уласния вектари,,гк!р адг.авядалдь разнил уластд: Ьачыли.*», будуш» 
артаганагьны глм!ж сабсЯ. ' ' I ’ ■

- . ‘ i ' l  "  •
Ą  ТРОХЦЕРНАЯ. ПРАСТОРА. 53СГАРИ I 
' : ' ДЗЕЯНН1НАД 1М1« 1 >

4.1.' ТРОХИЕРНАЯ ПРАСУС7А &3 . BB fflfH . ,
’ Разгледз1м три узаемна перрвидивулярныя рог! 0* у 

як! я пераеякавцца у ’пуики 0. , Ъ - fЧ i



л / — '--i'
■ д /" '

. Нсл!чыч! адизкаУ 1.аг» О Л  . ч t г . 3rł.
дяувык! гэтых здрззха? з . ул! кам окакау, ^аэкзаюцца казрдкнатам! - 
>-•. <та А у трохмернай прастори-И 3 . . ‘ * 7 *

'Так!м чинам,. шш!я ус!м! пунктам! трохкорнай прастори A* Г 
упарадкаванкм! тройкам! рэча!сиых л!кау устаяёувоеица узаенна гд- 
назначная едпаведаасцьабо !за»ар$!эм.

Азначэт» I » Векторам казываецца нак!рава:ш адрззах.

Абазначавг» вектар при дапанозо стрэлк! a ~ J l3  . яры гэ - 
ткм пункт А называет» пачаткам вектара АЗ, пункт В -  яго кан д о . 
Как!; А« В. то АВ * ТГ- нуль- воггяр.• • . ■■ ■ *—|» >"■■ ■‘■■■ч

Дза вектары называют» кал!неясным!. кая! лны налехаць адхоЯ 
або паралельным праймы. Аияначавць <Г rf к* . . •

Пры коабходнасц! адрозн!оаш|ь аакольквва >|ак!разаныя • t f  1 
1фоц!легла нах!рвванылТ» <каз!неярныя вектарн. „ :

За?ваг» X. Намамк! некад!неярных вектарау паряуиЗмць кельга.
Аэначэине Z. ЕяУтнвЛ або модулем вектара о -  АВ назыввевда • 

да?хыняадрээкяЛВ.
Дм векуары л!чааю ротним! . кал! яны кол!неярну, !х двунш! 

роукм, п нагфамк! cynanmtb.
У ? * Оо *+> S &  t l  «  , I  J B  I  -  I  С *  I

Так!м чынам, печатях вектара м ота зкясц!«г> у лвбн пункт про
сторы з  дапвмсгаЯ паралсльнага переносу.

Разглед-Пм вектар AB I адвояьную вось «* .



Бзл'.чанл Aj3r иазкваецца' праекныяй вектора AB на в ось I?

пр#, -  I J & !• tesy

Вэктар ОА, початок якога змепчаны у печатан с!стамы каордккат, 
наэываоцца рздкусам-пестпрам пункта А..

Азначэяне 3. Каардшатам! вектора у называецца праекцн! 
гэтога вектора на адлаведаыя каардынатнкя" восГ. ' /

: В1давочна, иго каардынатк радыуеа-вектара.ОА супадаоць о ко
ординатам! пункта А. ОА » { х ,  у, г  ). Даукыня радыуеа-вектара ОА 
выл!чаецца па форнуяе ■ у ■ ■/: ■ ;• 1 ■

\ ó T  I - ?  я-1у г + г*
(П

Няхай А (ау, у>. я, ) ,  В ('**■, 'р ,  тады вектор АВ будэе -
мець каардынатк А ъ- ( - г ,  ) ! яго даутаня -
энойдзецца па формуле ___

11б I ~  T/ir.rJ -x ,JJ -  (?*:-■#)*+ (*<- г > (2)
Абазначкм цераэ °l,Ji, р  -  вуглы, утворанкя радыусам-пектарам 

бл з дадатнкм! напрамкам!.каардынатных восей. Кос1кусы гэтых вуг- 
лоу -маюць спецыяльну.о'’ назву к!роУяых кос!нуса? вектара ОА.

ВI дав ow a, ыто х  -  !ОЛ U tiJ, у  ± /еУ/се/^. ia i& f .lt it f ,  ■*&'

*  .. -  1Ł.



I
ПадвысЫ да . квадрату абедзьэе частя! копией роунаец! (3), складэем 
1х з ул!кам ( I ) ,  атрнмаем

-  19 -

C0/J»i -г t o r 1/i +■ - 1. -  v (ŹJ)
Так!м чинам,: сума квадратау к!роуных кос!нусау любога вектара 

роуян адз!кцы. . . ,
4.2. ДЭЕЯ.ЧН1 НАД ВЕКГАРАЬИ. ' ~ '
I. СгСДАЛАННБ В5КТАРАУ 
а) Ппап!ля тоохпугольи! кя .

г /
/■ _»• •

V. ■ ■

-Т
■ ". . >1 A A J?. '■ И т о •

б> Прав!да пападедаграна

Раз где дэ 1м вектар ' АВ. Вектар ВА=-в називаецца nporil- 
дегл!Д! вектару 5*.. 1 ■ ■

,т ^  • * * * • '
. AB + ВА »  а Г - & =  0 . t . ■ '

, Даужыня нулявога вектара л!чшца роунай нулю,' а пго напрамак
нявызначаны..........  . •

2. МНОЖАННЕ ВДуТАРА НА ЛТК.
Няхэй дадэены вектар 2 * * 5 *  , 1  л!к У ± 0  , тады здабцт

кам л!ку А на вектар 5* будзе нектар g*» Aa* для якога:



- 20—

I T l  = /л |-  ( Л ;

r . f  ł ? ,  л < о .

Кал! а -  О  а$о S - 0  , тады 
Няхай с? ¥ С  v  РаэгледэЫ вектар

1С ? ? а* , Sc r s ;
, п  “  •

I ? !  ^
Вектар ' называют вдз!нкввым вестаром для

вектара ZT , ебо ортам воктара а* • ч • ■ ". *
Раэгледэ!*» два воктары, каардынаты n«ix вядоик: '

fcr. у . ,  г , }  ;  у , ,  A t )

' 1'; 11 Тэаготычнае поастнкаванна. Пераканацца саыастойна, иго

Л ±  в * = ( х ,  *  Ял , •/> г > -
М Г  * 7 AJrf, Ayf, A * t )  , ^ ~

Няхай Т ~ Л е ?  «<*■*> у*  * t y , ;  г л  =■ А г ,  «*•

S l  ^ =  S i .  л! А Г  И а*.*Ł -  .J&L - S i .
~ У* * ’

. 3 аясшн!х роуиасцоЯ сын!хае, иго для таге кай два вектарч бы-
д! кал!неярны, нсабходка 1 дастаткова, каб !х адпаведшя лаардана- 
ты был! прапарцыйкыы!.

4 .3 . Л1НЕЙНАЯ ЗАЛЕЯНАСЦЬ Г НЕЗДЛЕЙНАСЦЬ ВЕХГАРА?. г 
У прасторы Rj разгледэ!» нектары Л'» о*. £*• «  •

НяхаЗ мае месим роунасць
'■ ' -* •• 
d * X a ' + j t e ‘+ с ” , ■ А у»,И <5)

У гзтым выппдку гаворадь, што вектар d  з ’яуллецца я?нейнаЯ 
камб!нанкрИ вектапа? «УбГ с*. /
**. Азжггенне 4. Вехтары «7, «Г называют» я!неЯна залежным! 
кал! сярад !х хаця б адз!н вектар э•яуляечца л!нейнай камб!нацыяЯ 
астатн!х. У проц!леглым вылсдяу гогая нектары будут» л!нейиа леэа- 
лажны»!.



Увядаем зкв!яалентнае панлодо л!неЯнай залекнасцГТ незалек- 
иасч! вектарау. ■■■■ . . . - ■

Азначзнне 5. Вектары а. . o j , а,  незываюцца л!нейна зынэу- 
Htfwl. кал! 1снуе так! набор' лГкяу а ,, Aj , А» s/R  , слрод 

. як!х хаця б а дно не роуне нулю, ото рыконваеццн роукасиь
Л  «7 у" А* £7 + АябЦ:Г i?.

‘ . ■ (б)-
/. Кая! роунеснь (б) викснпаеша тольк! прн умове,пго_уеэ 

=«. — - О  , тада вектары a j , , SZ ’ . будуць л!нзЯна ,
незалежкьнЛ.

• ТЪарэтычныя птзактыкаваин!. Дакажше ото: : -
1) Вектары 2 ^ <^<^’ ..,<?Гоауседа л'нейна залекныя;
2) Кал! сукупкаець вектарау д!нейна неэалеякая, тадн { л фая

яе честна лIкейка незалеар^я. - | ' >
; 3) Кал! частка;-сукуп^асц! вектарау д!нейка залежная, тада 1 

уся сукупнасць*вектарау я|нейна залежная. - » . ; ‘
Найбольш л!к л!нсйна ^^алсадых вектарау, •раэгяядавиЦ у 

канкрэткай прасторы, утватав баз 1с 'гэтай пааатоаы. пякйзя;1г-.
пто баз!с.прасторы супадао1 э. щ  {памсри^сцз. У тр^хкарнай тестеры ' 
У якёсц! бо^с^ых мойна узяць'ядабйя три ą e a r i^ i jf-jpywej рара^ку,!; 
кк!п не налеяаць' адарй плоскасц!-!некампла^ащш^.j 7 -•

• У прасторы /?3 раэгледа!м чатыры в е я т а р ОТ, с*,< е?*,' _■
три о ях!х зТ «7 сТ -  нвкампланера:я, г .зи ..д ай  м о^аь бниь узятн ■ 
за боз!сныя'у Тадн роуиасць (5) удуляосабой,,расклад вектяра

па баз!су з вектарау л? 2 7 с* , нры гзтым л!к! A, j t ,  V 
будут» кпарданатем! 'вектара* Я *  у дядзеным бзэ!се.

У якясцГнайбольяпроетага! ужквальнрга баз!са у £ в пыбГра- 
ецц« баэ!с з  трох узаемна перп<:ндыкуляр!агс адэ1|гхавык . вектарау 

(ортаунариавакы б аз!с), лк! мы I будзем разглядаць у дальнейший

. 21-^ .

Я.к
А1*.у,г)

/

‘ / с



5 .  СКАЛ ЯРИЦ. BSKTAPHŁTT* МЯШАНЦ ЗЛАЕЭТКI ВЕКТАРАУ.' - 
5 .1 . СКАЛЯР! Ш ЗДАБКТАК ВЕКТАРАУ. ..
Разгледз!м два вектары ~ . . . ...

Аэначэнне. Скплтншм здабыткам нектара? Я* ! б наэмраеипа ■ 
Л\к ..роуны здабытку-даужынь гэтых пектарау на кос!нус вугла пам1к 
!м!

аГ- ?  в  C a , в )  =  l a l -  1 П -  сы р  '

' В!дапочна, што . , '
а -  Г  =  \ П - п Р е  !? !■  прг  Я .  . {1§) .

5.2. УЛАСШВАСШ СКАЛЯРНАГА ЗДАВЭТКА.
1. Со’, #*У-~ f  c?, сГ ) - — кимутатыунасць,
2. А (<?' С-) = С А «ГУ -  fcT- А Г )  , А » Irccn+t.

3. Г )  -  аГ- а?’ ^
4. i F b l & l - c p j O  -  / ^ / J  , ,

ТакIw чинам, скалярии эдабытак нектара саысгь на сябе ровен кваг 
агату яго модуля (даужын!). •

ДС. Ъ* — О  Ф&- SC J. *».• --

Скалярии здабытак роуны нули тады 1.тольк1 тады, кал! гэтыя 
вектарн перпэндыкуляркк, ц! дабы э !х роуны нулявому вектару.

Так!м чинам, для таго, каб два-ненулявых вектары был! перпен
дикулярны, неабходна I дастаткова, хаб !х скаллрны здабытак быу 
роуны нулю. ч ' ’ ■ ■ ,

5.3. ШРАЮННЕ СКАЛЯРНАГА ЗДАШГКА ЦЕРАЗ КААРДШАТЦ
■ ВЖГАРАУ-ИШПКАУ.



Няхай, як звычайна, 1Г, J*. к* -  ортаунармаваны баэ1с у £ $  . 

8*- JT, # t jT ^  г > ^ ' С? ~ fa , г

6 * Xj i  t- t f i j  у i j  К & r. />.*, y* v *■*)• ■ •

СаставЫ табл1цу скалярных здабыткау .баз!сннх вектарау,
. —> '•Ф -чг . • г" —Г-' V* — * ■• •■•.•;<■
L • i  - l i  J  f J  . L ’J  = j  ■ с - о .

/ V  - t f ń r j. Г г  а *-г ‘ ° ‘
—•> • * ■/ /с * л . U r l z - J ,

-г? /Г 7  -  О , : ■
(2)

Выкарыетоуваючы улосц!васц1 скалярнага эдабьггка’ > роунасц!
(2 ), птркмавм - ,, I J ji _̂ ' -

. /Г . / ' - / > ,  Г  t e  ^  '  ' >

-  f / ł r  *  / / / - »  '  (3)
Так!м чинам, скалярни здабыта'к днух вектаоа? ооУны супе эда-  

бытка? аднаЫенкых кааплынат. •-. ■. • -■«% ■
3 роунасцей ( I ) ,  (3) ! формулы для выл1чэння даужын1 ввктара 

мошна знайсц! кос!нус вугла пам1ж вектарамГ, а эначыць 1 сам ругал.

COSf =
в X t* i + у/ уг  +-*t ги.

44)/ат/* 1<П / г ,**y f  у *,*■ * \/■%еЛ + у / -t zf-

' 3 дапамогай скалярнага эдабытка выл1чаацца работа А, выкананая
над дэеяннэм с$лы 7л при перамяшчэнн! матэрыяльнай кропк! уэдоуж ■ 

. лрамал!нейнага шляху МЫ .■ . \

J l=  I 7 l .  l M H l  co.1if -  ¥ -  МЫ-

"  5.4. ВЕКТАРНЫ ЗДАБЫТАК ВЕКТАРАУ. ^
Аэначэнне. Вектарным здабцткам двух вектарау а  ł в на

зы ваете трэц> вектар • 7? . даУжыня »кога роука плошчыпаралели-
грама, пабудаванага на всктарах 2? I 4  . Вектар S* нак1ро-
ван перпендикулярна плоскасц! э вектарау-множн!кау ?ак!м чынам, 
што найкарагейшы паварот ад пэршага вектора да другога будзё бачны



супраць гадз1ки!кнвай стрэлк1, кал! гладзець эканца эектарай* 
' /  '• Выкарыстоувавцца наступай* вбазныпнн!

? * . & * ? -  1 Г , Г .J  а

3 аэначзннп ишПкао. што: .
^ ". . .  

а с *а * *

\ с9'! * 1 ^ -a ' l -  IcT I / U / / / .  = Ą=r с, *«?, * .

' 5 .Й ..УЛАСШВАСЦ1 ВША&АГА ЗДАБЬГГКЛ.- -  : -у. •
1. й* ■*■■?%- -  а* _ внтнкамутатыунасць,
2. / у /  . . •
3. л ( ? *  Г ) г  Г л Г *  Г ) г  * *  л  *  > х -  ¥се,м* ' _
4. а'* (  ё*’+ с г} =  + и* * с*•

( a ” + О  * с '  -  Я х  &  +  ? *  &  ■

Тдарэмп.' Для того,,кеб дваненулявых вектары й * 1  6* был! 
кал1нейрным!, неабходна 1 дястаткооа,- каб : ’ -

а*ж в* — с>* <.—••■- сГ И ¥•

Докаэ: I) Ноабходаасць: Вядоиа, штс а* й #  

у  — О <fi f,~  Я  .?**> */?V* * Р  -  U  А ^  ”

~  I сГ !• I 6 I • Аг/?«̂  *■ О  яГ"X 0 » Р  •

2) Даетатковасцъ: Вядома, иго ?  х Г »  ^  ^ 1 * ’

-  |<Г|. 10*I- irnif- О  ■=*&■ f ia ^  ^O  ” ► У* * б? . у*

<#=2* о* И ? •

Таарэмс да казана,



5.6. ВКРАЮНН5 BSK7APA ВККТЛРпЛГЛ ЗДАШТКА ЦЕРАЗ ШРЛЫНДТЫ 
ВЕЭТАРДУ-МЮННШАУ

НяхаЯ ■ • ■

' \Т  ~ *г).

CacTODlM табл!цу векторных эдабыткау боз£сйнх вектарау 

х Т  *■ о  - I  * j  =  a  t х а

</
•rt* •-> ' 77 v 7^ _  л

X i  * » - л  . л </ г  °
•шЛ т Г  . тт
]?  * J

«м Т»
л  * J  г - 4

» 6
*
7 Г л /с ’*-2?

(5)

Зыкарыатоупаочы уяас1г!васц5 вектарнага здабытка I роуиосц! 
t»>• атрдааем...  .

л  * 6 =  {  srf t + y f j  + * , я  ) *  1 ХЛ 1

f i - %  у , ' ' (б)

3 дапамогай датэрк^нантау другога парадву роуназць (б) эап!- 
м н  у  выглядэе ■ г.;

^1г_1 ». г«!г^ I* ir»1 •*
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. Во'ктар вектарнага эдабыткадг.ух еектарау эручна эап1спаць ! з а -  
пан1наць у быглядээ с!мвал!чнага дэ?эрм!нпнта трэцяга парадку. ■■

£ *  б =

i  . J -
PTf А

А *4 (7)

; Раскладаючы дэтэрм!накт '(7) па элементах першагс радка, атры- 
маем роумасць (6’) .  *

Воктаркы адабытах пэктарау с’карыстоуваецца. пры рашэнн! шматл!- 
к!х тэхн!чиых задач."., .. • •'

1 5 .7 . УД1ЩШ ЗДАШГАК ВЁКТАРАУ.
Азиачзнне. Мяианым здябыткам. трох нектара? ннэываецца л! к, як! 

атрыыарцца, ко.л1 два вектяры памноюшь пам!ж сабой вектариа, а затым 
атрымамы вектар пямнокыиь екалярна па трап! вектар. 

i Лбагначаециа' Я* {Г ' с '  =■' i Д?* F ] * Cr.
Три нектары наэнваювда компланарным!« калГяни належаць адной 

плоскасц!. '
Увядзём паняцце адной плоскасц! правой I левая тройк! ввктарау. 

Угарадкаваиня тройка некампланаркнх ввктарау а*, %'с? называвши 
правая» хал! иаЯкарацейаы паварот ад першего вектара да другога.бач- 

,кы сулраць гадз!нн!кавай стрэлк! { ) ,  кал!, глгдзець з канца трэ-
цпга вектара. У пдваротным выпадку тэта троЯка лепая. _

правая . ■ ■ ■ . левая

Гоаметрцчны сэнс мяаанага здабытку вцзначаецца наступяай тэарэ- 
иай. .. . . . ■

Тзарэма. Ыяшаны эдобытак трох вестарау а,. 6 . с г роуны аб'ецу 
napMe^enineAa, побудованага на гэтых векторах, узятаму са знакам 
"♦" кал! тройк ; ввктарау еГ, ’S', c r  -  правая I са знакам кал! 
чня левая.



Докаэ тэаотми псавесц! гвмастойна. пабудаввУшы паралелеп!пед 
на вехтарах сГ , F* 5 скаристаушы-?ласц1ваоц1 веитарнага I 
скалярнага здабыткау, !-

5 .8 . ВЫРАЮННЕ МЯШАНАГА ЗДАЕЫТКА IIEPA3 КААРДКНАТЫ -
в еш раУ-ию щ кау . . ~ !

Няхай • '
а* -  я-, Т  *y , J  ■+ -г, к  ,

■ -ГГ тг ■ ~ГГ. ■ • -7  ,

. С -  Js 1 л

У вдпаведнасц! з формулай (6*) 1

0*Л 4 *, г ,  1 . Г - 1 *  * 4  . 
I ул Ъ *  z * l d !■*' *'1?

Паынзжым гзты взхтар скаллрна на с.

I j(4 I *3 13 l*a
о Ото раунаэначна

X, у* *>
*л jfj. г*
Ъ

(3)

(9) .

Формула (8) атрымаепца, кал! дэтэрм1нант (9) рапкласц! па зло-, 
ментах трмцягя редка.

■■Тзататыуиае г.аактыкава^нэ. Поиаканаиш самастойна, што

£ а * Г ] .  Г  = ■ [ ? * ? }  Г  '

'Ядавочна, mro хал! вектарм а  , € - ; с  ■ компланарны, то 
1х мчшлнн здйбытвк роуны цула. - ' ■ ■



тарау а*

Адваротнае сцвярдяэнне .таксаиа мае моеца.
Так!u чинам,.неабходаак I дастаткопая унова каиплаиарнасц! вок-

Г  .■■-г  '

■& *tye =■

можя бьць зап!сана у взгляда в 

я ,  ' $> ' *> \ •

*к

*з

= О

£ ЛНЕЙНЬИ ПРАСТОРК; IX ПАМВРНАС1!Ь i г
> ’ ~  I БА31С г ,• <■ — ----- Г-;-:' , . ■ ■ ■■:

6.1. Л1НЕЯИИЯ ПРАГ.ТОРЫ ‘ -
. Раэгледэ!м непустое mhoctd» V  а элементам! х  , * у , г  ,г , _ Закону ■ </ ’ „ -

I ;  Няхай па вызначанаму^дтя любых злементау х  , у  с V  !м 
адпавядво. трэд! элемент мноства! V  i e V ,
таду каиуць, што на миоство V  вызначана апептмя склалаяня яло 
злементау. , ■ ■■.■■

2) КалJ для V x e  V  I любога рэча!снага л!ку и  
!м аднавядае элемент мноства V  *л.' е V  , тады кавуць, ото на • 
мностве V  выэначана пперашя мнокання элемента? гагата мноства на - 
рэча!сныя л!к?.

Будзем л!чыцъ, што уведзеныя аперацы! складення злементау ! '  
мнотання элемента на рэча!сны л!к адгивлдаюць настушшм акс!емам:
1. йг+у У х , 1 / е  У -  1
2. (х.+у)+ я -  х  + / у  + г )  , У я ф * . 6  I/.
3. На мностве У- !снуе нулпвы элемент О ,  3  0  £ V  '

х+О *= О+х * х  , Ух е Y  • _ :
л . Ч х  е  V 3  (-х)-**- 1~х}*0.
5, i ‘ X * x ,  У х ^ У  ,
Ъ. (j ix )  , y * , j i 6  к ,  У х* V :
7, » d x  * y t x  , y c t.jse  £ ,  f x e Y
8. UfTtjf}*- Jx+  <ey... У< ę £  , Ут.уе У-

Ааначаннв T. Мноства V  , у як!м уведэены а парады! складення 
элемента; ! мкжаиня, элемента на рэча!сны л!к, рдпавядаючыя аксГемам 
1-0 называешь я!неРнай пластосае.



Удальнейвш элементы л1нейнай прасторы . г ,  у  , г , . . .  . не- 
аалевна ад (х паходкання будэем наэываць векторам!-! абазначаць 
'  ś? » у* » z*  » ••• Тану л!нейная праотора !нш раз называевда 
вектаотай поаЬтооай. , '

Азначэине 2. №оства Tę , якое укладзена у У. , называецца 
радтоасторай прасторы У  кал! апераиы! складання элемента? I мно- 
жащя элементау на л!к уводэяцна таксама.як I у прасторы V .
Акрам* таго:

1. эс+у -е Vt , % ' *

2 . .-«cc ■■■■ «  V i \ ¥ и е  R t « к / .

Теарэтычнае практикаванне. Пераканашш саыастойна, юто падпра- 
стора л!нейнай прасторы будэе л1нейнай прасторай^

Для я!найных прастррау справядл1вы наступкыя сцвярдтанн!:. -
1. У любой л!иейнай прасторы 1снуё адз1ны нуляви злемент.
Д°**з« Дапусц!:^ мто у л!нейнай прасторы У-,!снурць два нуля-

вых элементы <3̂ I Og, тада . ь ' ’ . . *

<% + С% ■» О, ^  с£ *  О ^
% +  Ц  ° Я"' '  ^

Па акс!еме I г  Я  л
2. Для лвбога V  !снуе адз1ны проц1леглы элемент (-•£* ); 
Доказ. Дапусц!м, што для элемента аГ 1снуюць два проц!леглых

элегюкты ( )  t (-5> )

3? + f - z i  ) ~  0  , a ? + (-żZ  ) -  О . . ; '

У  * t - ź )  = ( ?  * h Z i ) + / - ? ! ) - ' О *  ^

Y -JT  У * ."  

з ; о > у ~ о , У

Д°Ка3'' Р -У  +  х (0*1)  Z*T f - ź r)  «■' jT+f- У  )* •P  ...

Паступныя простыл уласа!васц! прывядзем без докаэу,;



- !1Раагледэ!м у л!нейнай прасторы V  Гл-н) вектар х,
'Ьш&я £ R  . Тады, кал! У».??,
*¥о''гавораць, што J*7 . э'яуляецца л!нейнай камб!напыяй вектарау.

. . .
■Двгначзине З.Вектары scl, Ял »••• /£ «  называвши л!нейна неза- 

Ttótettml, «вя! роунасць

' *6.2. Л1НЕЙНАЯ ЗАЛЕЖНАСНЬ 1 НЕЭАЛШАСЦЬ ВЕКТ/^АУ. .

+ *<лЯк *  «Л» ■*« '  ( i)
выкокваецца тольк! пры «Л=■ «6 =  *• •— «<?/> — ^  • ...
Кал1 у роунасц! (I)  хаця б адэ!к з л!кавых каэф!цыентау не роуны ' 
нулю, тады вектары Хп будуць лГнейна-залежным!. .

То атома I . Для таго, каб вектары 5 J, я%. , .  SS, был! л !- 
нейна залежным!, неабходна ! дастаткова, каб хаця б адэ!н з !х 
быу л!нейнай хаыб1нацняй астатн!х. ' .

Доказ. Неабходнаснь. Вядома. што вектары' лгу. х !  ..... ŻZ 
л!нейна залежныя. Тэта азначае, ото выкоиваецца роунасць (1 ),у  якой 
хаця б адэ!н з л!кавых казф!цыентау не роукы нулю. Дапусц!м,.што 
и к * 0  , тады з (I)  атрымаем

7 Ł Ф К
(2)

3 роунасц! (2) вын!кае, што вектар ' Тк. з ’яуляецца л!нейнай ■ 
камб!нацыяй астатн!х. ~
' ' Дастатковасць. Вядома. што адз!н!з вектарау з'яуляецца л!ней- 
най камб!нацылй астатн!х. ДапусцЫ, што гэта х£. , г .э н .,  што вы- 
конваецца роунасць (2).

Пергп!шам готую роунасць, пераносячы усе у левую частку. . 

& - г
ist. -.V - . ■ ■- ■ < ■

Апошняя роунасць з ’яуляецца частковым выпадкам ( I ) ,  у як!м ка- 
эф!цыент и* = 1  * • • _ . .
Значыць вектары й /< > ••• > л!нейна залежныя. ■



б.З . ПЛМЕРНАСЦЬ I БА31С Л1НЕЙНАЙ ПРАСТОРЫ.'  ̂ '■
• КААРДЫНАТЫ ВЕКГАРА.

Разгледэ!м л!нейную прастору V, , рдносна якой дапусц!м на- 
ступнае:-

I» У праоторы У  1снуе А л!иейна. незалежных вектарау.’
2. Любые ( ду-У ) векгар прасторы .У  :“, л1нёйна залежныя.
У гэтым выпадку л!к А называецпа памеонасцю прасторы V  .

-  Прастору паыернасц! п, назывании» звычайна А - мешай.
 ̂ Азначзнне 4. Баз!сам А-мернай прасторы у  называецца лю

бая сукупнасць з п- л!нвйна незалежных вектарау , ą  .
Тэарэма 2; Любы вектап х * , якГналемаць п. -ыернай прасторы 

V . ножа быць выражены адз!ным «образам у выглядэе л!нейнай кам- 
б!нацы! баз!сных вектарау, г.эн. ’

• - - • • • • . ■■■■'■- -. • '■ ,■ ,,. . t . . г
■ : . ■ 4 — ¥ .  .. . . •х  *■ и, е, + ^  »/ц

дав > «/# £

. - 31 -  . . .

Долез. Разгледз!м вектары  ̂ .Так як па дапушчэн-
ию прастора - И '  а  -мерная, ,то любы$ а + I вектары будуць л!нейна' 
залежным!, г.зн.будэе выканана роунасць ’

/ .  t.jS j £  у  •« eę +/>*+! x  '  0  • Ц .)

Лекажам, што /З^^ФО Кал! дацусц!цьу иго /V ,, -  О 
то мы атрымаем роунасць нулявому вектару з А. л!нейна незалежных 
вектарау пры умове, штоадз!н з каэф!цыентау пры !х не роуны нулю, 
ото супярэчыць умове л!нейнай неэалежнасц! гэтых вектарау. Значырь 

лл.. ФО • ■»*№ э (10 вын!кае, што у .

. . .  X *  =  Z  * <*i ~  ~ i  ' (3>)
. „ ' У г.« ............■Дакажам цяпер адз!нкавасць выяулення (3 0 . Няхай !снуе другое 

выпуленне я. . . •
,  : Т - Z  р  е * . П  е *

i s ‘. (4) ,
Адымем цяпер роунасць (4) з, роунасц! (3 0 , атрымаем > -

Й *  ЫГ Г̂ е £ \.  (5)
Так як вектары ej”, Ъ?,.., ен баз!сныя, а знаыыць л!нейна неза- 

лежныя, то у роунасц! (5) усе каэф!цыенты пры !х роуны нулю. Зна-



чыць j ;  =• f t '  , i  -  йа . Роунаспь (3) называвши* раскладам 
ввктара з* ' па баэ!су э вектарау е , е л , . 1» <V . '

При гэтнм л!к! V ,, «Л »■ будто»каарданатам! ввктара
у выбраним баз!се.. . . .

$*■=■ U , ,  , . . .  , «6 rJ '

Адэначым, што над й. -мерным! вектврвм! арыфметычныя апера- 
цы! складання всктарау I мнокання ввктара на я!к аналаНчныя як ,1 
над трохмерным! вектарам!.

■ ■ ■ .' -■32.-'.'

7  ЕУНЛШБА ПРАСТОРА. НЕКАТОРЯЯ . . .
' ВАШИ ИЯР0УНАС111. . V
7 .1 . ЕУКЛ1ДАВА ПРАСТОР̂ .
Азначэнне I. Л1нвЯная лрастора У называвцца еУкл!давай. кал! 

для Мх, у  €  V  уводэ!цца аперацыя скалярнага эдабатка - . 
вдпавядаочая акс1еиан: . . .

I .  * ? , ?  е У -  • w

3. (и / .? )  - ^ п г . р г * Т ^

4. ( Т , Г )  > 0 ,  *  '

е V :

■г? ■г о  ■

' 1. Так!м чинам, для таго каб л!н«йная прастора была еутл!давай, 
патрэбна каб акрамя васьм! авс1ам л!нейнай прасторн выконвал1сь 
почэ чятыры акс1вмм скалярнага ада бытха.

. 7 .2 . Л ШЕЙНАЯ ПРАСТОРА .
Абагульненнем трохмернай прасторн R$ в * яуляецца арыфматыч- . 

рая л  -мерная прастора , п . е №  , элементам! якой в*яу-' 
ляпцца л  -мерных вектарм або - П- -мерных пункты.

"х е  O ? "  f a ,3 x ,  * » ) ,  *v €  И  , « '  •

Няхай у *  €  •/ е  »€■ У.прасторн апарацн! скла
дання элементах { мнокання адаманта на л!к уаодзявда наступили чи
нам: .... , . ~ .

:• ас ♦  у .ш  ł* ,* y ,, Jb + jfe , . . . . ,  ; V



Тэйээткчнае практыкаоснно. Пераканацца самаетойна, вгго для R» , 
аыконвавица усе восем акс!ен л!неЯнаЯ.праеторы.

; Аэначэнне 2. Да?кынаП обо нопмай захтаоа źn')£
иааывасцца ноадмоукы л!к, як! вцзкачаны формулам

15с \ « /  Л Г * /  = * - х У ' 41)
■ Азначэ»шо 2 . Аялагласиь пам!» двумя п. -мерным! пунктам! 

•£ » /* > , , - 'у г / Г ъ & в * ■. Л
сцца роунасшо

выэнача-

( 2)I х - р  = {(r ,-#,)*+ / * - / s J V  r  /fe-y -j*  ■

Аэначэнне 3. Скяяярны аавбытах л  -мерных вектарау
•■■'SeV/Ł>,au. . . .  , &>) , е  **■
вызначаоцца фсрыуязЯ ■ :■■ - -

" * & * * & * " ' * * / * •  (3)
. Тэасэтычнаэ ггааггыхазаниа. Пепаканадыа самаетойна, сто для 

' ебщ выконвооша усе чаткры акс!екы скаяярнага эдабытку.
Так!м чьгам, л'кайная прастсра , у  якой аперацыя скаляр- 

нага одабвтау уведзёна рсунасив {ЗУ,будде оугсл!дазай.
7 .3 . НЕКАТОРЫЯ ВАЯНЫЯ НАРОРНЛРЛ.
I . Для любых элемента? jr* , у *  л!нейнаЯ праеторы К  спрапяд-

л1ян H<raołHftMib Katfti-&/H?KQ?f4cara _  . , .

<4).

Доказ.  РаэгладэЫ скахярны адабнтак вектара■-■ДЕ% И /”, 
самога на сябе. 3 акп!ем скалярнага эдабытка еукл!давай праеторы 
вын!к*в, вго • .  • ■-

(  з?+ /!? )•  (**+ * ? )  *  о  
7 r . z - i - r b t r . y j T b f f . r u * 1* ? » ? )  *

-  / & & )  г .  & ? )  -г л * ф . у )

. Атрыманая няроунасиь э ’яуляеша квадратная адносна А ! па-
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колькI квадратны трохчлен неадмоуны пры любых А , то пго дыскры- 

*ой!нйнт-" %) <0■ i

V  "у = Ц (х, f )*  ~:f/ (?, й о ..

- >  . и & . p i  *

Кал! V  ~ R* , г . зн. :5?м  /Хг,Яд , у  Яч>). . .  •- • • ; •
( у , ,  ул , ... , у , )  » тоды няроунасць (4) зап!шацца у выгляд-

;^а
mi: . | Ż  к  у,- j ■ J ± * ‘- ■

(4-)
Так'як , / 5Г1 -  ФСх*, х*) ‘ , то няроунасць Кашы-Бунякоус-.

кага ’можа быць эап!сана- у выгллдзеbtHfh -
Г Л р Н  1 У 1 -  I f li  /  ' - (4” )

. 2 .  И,-роТнаспь тромпугольн!ка.
3 дапамоган няроунасц! Кашы-Бунякоускага дакажам--нпро?нясць 

трохвугольн!ка • '

¥ ? , f ć V  (5)

Доказ.~ _ ■-... ■■■■.•■, ■■ , ■■...■>.....  ■■■■■

f ó + у )  ~ (х*ш я ) + i  (&• у )  г

ś  I* M f l  •
Н ях аЯ .5? а М ' О О - -  ’, г-х г,- у*' ё У , ’ ’• У -. л!нейная еукл!-

дава прастора. ...., ■ ■ - ... ~
3 няроунасц! (4” ) вын!кае / . -  - '

и ? У \  .  , . 7  f . ( & .F )•-------1— • i  1  ■ <=■***• -  f < ——£-----j: i ■ /л\
m - q \  - i ■ t6)

Пакольк! -  1 < соирй i  —e> g ^  й £0i ^' 7  ,
для якога . : _ ,v  ~ . -

(? , u ) '
■ . <7 , .

Так!м чинам, кос!нус вугла пам!ж любым! двумя элементам! л!ней- 
наЦ оукл!давай прастсры моина энайсц! па формуле (7).

•У  прыватнасц!, па гзтай формуле можнавьганачыць Koclnyc вугла 
паи!ж h- -мерным! вектарам!-у п р а с т о р ы - . .3 (7) выи!чае,-што



Два .элементы л 1нейнай еукл!дааай-гтрасторц х* у  & V мази- 
тзахщца артаганалънш! > кал!. 1х скалярии эдабытак роуны Hyjio

( ? ,  7 ) ; X*

'?'*■* S?*7
: л -4,

- Кожнаму элементу або вектару лЬшйнай еукл!даваЯ прастори ад- 
.павядаа вдл1нкави зектпп

4 .:- ^ L  . £  • ...
W  +Сукупнасць. вектарау я, ,.--,Хн  л!нейнай еукл!давай ирасторы 

называецца ортаунармаваиай, кал1. . - . ■■■■■,■

]  л /  V - /  '
Тзатотиииия практикаванн!. Дакпгал’е самастойна, што:
1. Кая! пектари x^,Jj , . #  ортаунармавони, то яяи л!мейна не-

залекни паи!* сабой. •.
2. У любой л!нвйнай еукл!давай прасторы V  Icnye баэ!с а '

л 1иейна незаложных ортаунаркаваных вектарау. г-'
3 , Кал! векторы е?, f ? , . . . ,  «Г утвараюць ортаунармавапы баз Iо 

• учл!нейяай еуклIдавай прастори V  , при гэтым •■•X.*'#
а * -и , ёу t j j  ę f  *.<■+■ *(, ftT , + f
тады скалярны здабытак

/  Я , ? )  -  ЛГ f i i .I '  , '  V iw  V 1‘«Л>Й
У заключение адзнвчим, што у прастори Ą, у  якаси! най$«}А®~: 

зручнага ортаунармаванага баэ!са выб!раецца сукупнасць вектарау:

7, = li ,0 ,o „ ..,O ) , e Z -(o ,J .O ,.. , О), ... , (о ,о ,о , , 1).

Я ПРАМАЯ Л1Н1Я НА ПЛОСКАСШ. ЗАДАЧИ НА 
. ПРАМУВ ЛИНР НА ПЛОСКАСШ.

8.1. ПРАМАЯ Л1Н1Я НА ПЛОСКАСШ. / 1
На плоскасц! * 0 У раэгледз1м працую л1н!ю { ■£ ), не пара- 

лельную вое! ОУ .якая  утвараа э дадатныы напрамкам вое! Ох 
вугал об . ■ - ... ■■



На припой ( ) вибераы пункт 3 &
атрыкаем, што .

JT -к} л =• ц «о . ч s  A Z t  i  ,
* . . . d  : - ( i )  ■

Урьуненна ( I)  называвши Уравнением прямой а задпдсеным вугла- 
ш/м каэ|М1Гыентам. ■

Лекажам*, ото урауненно любой прамой на пл ос нас ul х О у  пока 
быпэ эап!сона у выглядое v

J t + e j * * ? .  Ą .e. '**■?■■  ' a j ' , -
Урауненне (2) наэываецца ягульнки уравнением прямой на плосRan

ili х О у  . ■■■.■. ' ■ ■-■■■.;■./ •
Доказ. Раэглэдз!м на плоОметИ z  t y  прамув ( *2 ) 1 выбераы 

вактар / ? =  ( А, 3 ) , артаганалыт ей.

Выберем на прамой ( X  ) два пункты: $1ксавакы пункт I
знойны пункт М(*,ц) . Вектар' Н̂ Н ^(т-Зе,

/Г J. КМ (TF.MoMi-O
Пакольх! каардишты вектярау я 9 * М» №  нам вядош, то 

апсдаяя; ро/насць эап! шатка у выглядев

* / * ' & )  *  (2>) 
Уреунекне (2*) ест» тоаУнепи прамой. якая прахе дз!ць прав 

пункт Чв(аа,ус) s  нараахыом аектарам »?“ (А,Б). •



. .. , — a? -  : , -

3 (2 ‘) =i> Jfx  + '  &£& ж О

4&> У !х  + Ву + С ж О , С - - / « > - By, £ j ? ,
Сцвяддтанне даказаиа.
Тзарэтычнае прзктцкавпн.1в. Даказаиь саиаптойна йякяротпвп . 

сцвярдяэнна: Усякае уравнение перюай ступеиt адносна бягучых каир- 
дынат выэначае на плоскасц! некатару» ираму». .Г

Раз"дадз!н иялер часткозия внпадл! агульнага Урауноння (2).
3 (2 ) ~ >  Y

Л  х -  —  v = /e x  + B, 6 * - с/в
3 у

j f z *  С -  О  +*» х  = - % * & * * »  У  и  ОХ (Х * О у ).
1. 5 * 0 .  у =  s  в
2 . 6 = 0  ,
3. d  -O , 'By*-. С • ^  '  ■<(-*«- у  > - f/d  -rV’ «в>‘ ИОх)
А .Л Ф О .З Ф О , С Ф О  , ~ J x + 6 y +  С = 0  -  А/ с Г -  e/i-j/s 11

• - Ł  V Л > / ,  , r f r -  1 ' 1  #Л . / .  '• • „ I J  * \ в
, • Л - '• • . ; ■ (3) ■

Ураунемнд (3) називвеица' тоаУиеннЬм. гт%¥иСЯ у ацрээках. яда 
Л • S  -  веяIчин? адоэзкау. адсякаемис гэтай прямой на едпазвдних 

каардаштзшз воскх. у ;
- Пшкяэа. Ад агудьнага усатнання пммой пяряЯмН к урауненнп 

прамой у  адрзэках 1 пабудаваць яе граф! к.

(У ): 'я -  A Dy -  4=*Q x-JOy  -*■  ̂ Ą

JL + J L - S i t  * = - y r

Стаж.*1пча прямой ( .£  ) адназначн» вызначаегща. кля^вядоым, 
пункт А4 Л*», jfr У 4 1 вектар й £  .  Усях! ненуяяви
вактар «" .  яж! передельны прямой С А* ) , лааьгваеша нак»рсгвав-  
HSŁBtSSEH! гэтай прямей..

. 3  умэвм.шя!неярнасц1 вектяра? НсМ \ "а вьн1кае, ото"
■ ■ Я -¥ *  , -■

- Г “ "  Y T ~ -  (4)
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(5)

Урауненн! (5) называвцца ппраметрычным! УпаУненням! праыоР ': 
( сУ якая праходз!ць праз пункт.Мо(&.-,у,} э нак1роуваючым'векта- . 
рам а* =■ ( * , т )  ' , i ^

V В.2; ЗАДАЧИ НА АРМ.-Уб JIIHIfT Ал"Ш10СКАСЦ1. ' ~
I . Састпв1пь ураУненно прамой о эа^аизеньчи пуглапнм каз?М ш ес

там К. якая прахолз Нть праа пункт А/, ( *•> . </> ) .
..Уреуненно прямой з эадодзсным вуглавым каэф!иыентаи К мае ви-

■ Так як •■Hi t a-i , у , ) 6 ( «5Ć, ) , то
у, = к г ,  + ё  .. (7 )

■'<- Адымаючы э роунасц! (6 ) роунаець (7) атрымаем -

Тэта I есць урауненне адшукваемай прямой.
ЗаУвага. !{ал! ш  пункт М, '( я, , ^, ) пак!нем ф!незваным, а ',  

вуглавы каэф!цыент К будэем мяняць, то кожны раз будэем атрымл!-- 
ваць новую прауую, якая праходэ!ць праз пункт Mj, г. з н .. ураунеи* 
н е ( 8) можна раэглядаць як урауненне пучка прамых, як!я праходзяцЬ 
праз пункт W, ( д-( , ц , ) .

Тэарэтычнае ппактикаванне. Высветл1ць самастойна, якая прамая 
праходэячал цераэ пункт М, ( а, , у,- ) ,  не мола быць зададзена урау. 
ненкам (8 ) ,  а мола быць атрымана з ураунення (2 *.). ^

2. .Састав!иь упаУненне прамой. якая праходз!ць праз два пункта 
« , (» « ... У,. ) .  Их У* ) ■

Урауненне прямой, якая праходэ!ць праз пункт М, ( г, , ) мае
в!д (8) . Так як пункт Мд ( ,  jj* ) 6 ( ) ,  то яго каардынаты
задавальняюць урауненне прамой. - ^

У * -Ц ,=  > С (Ь -Х ') '
Падстауляючы К у (8) , атрымаем

J -  -  * ( x - X i ) (8)

У * 'У ' Ъ  -я*,
(9)



V. Уравнение (9) есць уравнение прамой, яхал нроходэГць праэ два • 
пункты М, (г , , ) , Мх ( Ai , 1̂ . ) .

. 3. В-л'гл : пам1ж дпума прямым!. Умова паралельнаеп! I паппан-  
дыкулярнасм! двух птммкх. i ■ ■

1/ A  n i  i /  . , . .

J t / I Ą

■-Р к* - к , - о -  **>.. . *1 * •  СА ' :• ,.••• ( I I )

/V /r, кл = О" л - V  • Ъ .~ ~  Kl (12)
Так1м иынам, ауглавыа казфЛцыенты иоралельнкх прамых роуны пам'ж 

сабой, а для перпандыкулярных прамых яны адваротны па вел1чин1 I
проц1логлы па знаку. ■ • .....  .

Заувагп. Умовы' // I J . ' прамых, эадамых канон!чным! урауненнп- ; 
м ! ’
/ /  ). _  9~У> . / у  ) . j£ i £ _  -  L 1В~ ■

~ 7 Г ~  * Г  ' U  ~ »•> !
эап1шушда у выглядэе . . ■ •

J ± - =  l. <*-> У , И У ,  ;  (+ел *-у*,щ =* О  У , . -
1а  *аА ■

4. Адлегласц!) од пункта да прамой.
Ляхай патрабуеппа знайси! .адлагласць' с/ ад пункта К/ (■% , у» ) : 

да прамой ( У  )л, - У Х +  B</ t  С ** О ■
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(13)

IW »д ’*■<
И '*Vî  ........... ■ , ' ' r • \ ! ■
Vj ̂ >. Mj ( x, , $t ) < * ( « £ ) ,  тадн

• <i*«fyiiX~ iMikklwl
\  3 у naći'ftWa&$* хкая^к&га здабытку вш (кае, iwo 

Ул1чв'ашы> гэта, формула (13) зап!лацца у пиглядзо
*  t ’ | ( й \л Т & ,И

, т  J i «м i
* # йб«*'учШ&арнатнай форме

» t  & ! £ & № « * )  «•Ы#>-хЛ I _ \ Jxb+ B y> -> i* ,-e y i1
1 - 1  vf̂ r ś r ‘

, %, )  £  Л Х  . ) у 4 г , .+ : 8 # ,+ С .~ 0

<̂ г> -  ж £ . TosIm чипам, канчаткова роунаспь (14) будзе
мець англлд ■• : ч '  -

rJ  1 А х в + &&>+ с  I
Т а * + вт ^ • (15)

При гэтыы адэначым, вто у л1чн1цу пад знахам модуля энаходэ1ц- 
ца левая частка ураунення прямой, у  якой замоет бягучых каардмнат 
подстаулены каардынати пункта Но ( ) .

(14)

’’>Пь
<■>

Q ПЕРАУТВАРЭННЕ КААРДЫНАТ НА ПЛОСКАСШ.
• ’ . ЭЛШС.
9. Г. ПЕРАУТВйРаННЕ КААРДШАТ НА ПЯОСКАСШ.
У вматлЫх тэхнТчных задачах адэ!н I той ха пункт аднасачова 

прнходз1еда разглядаць у розных с!стэмах каардьнат I выэкачаць



' " ■■ • -  4 1 - '
залвяназць пьы1ж гэтыы! хаардынатам1. -

9 .1.1.- ПАРАЛЕЛЬКЫ ПЕРДНОС.
Няхай новая с!стэма хаардынат Tt О, - адрс?н1ваецца ад ста

рей с 1 стэыы *Оц  паралелышм переносам. При гэтым 01 ( о , 8 ) .

3
м '

•а#.

X. ->■ X

Гады, в1давочна, та старыя I новыя каардынагы пункта И звяза- 
ны пам1к сабой роунасцям!: i . , ' г .

У  ж У* * &•
'■) V ;

I У’ ‘
»

V - * .
( I )

9 .1 .2 . ПАВАРОГ ВОСЕЙ КААРШАТ.
4 Кяхай новая с(стама *, О у , адроэн{вавцца ад старой о1стэш  

каардтат х О у  паваротам на аугах «С . '

Л' ж о р  ~ O S -  PS  ■» O S -  QH; 
ОМ-ш h/M-Ш и  И л и  . .

X -  г , ими -  у , 1>Л и

OS- ОМ- сии * т, ами ;



у -  P M -Рф + С?М -»ł/S+QM; N S - ОЫ-On'JL = PCi ifńdi 

C(M *M N ct>U  = yf C lH d  = >  ^

^  HUJ +  coiU. •

Так!м иынам, старыя ка&рдынаты пункта М вгыражаюцпа цераэ яв 
новый каарданаты па ф орм ах : ; • „

j  X ,  COSd -  у, A/loć,

’ ■ ‘ I jf г  ^  ^  COSd. (Z)

Ратапчы с!стэму (2) адносна Я", , - у, , ятрымаем выраюнне •' 
;фо^ых каардынат! пункта М цвра^ яго старыя каардынаты

x ,  = х  cotd + у  M a d , ’ - : _ --
y, = - х 4 ы  -г>у и х * ;  ■>■■■, ? <2 *)

. ’ Заувага. С1стоку (2’ ) можна атрыкаць э с!стэмы (2 ), кая! раз- . 
глядаць с!стэыу каардынат яг, О у , як старую, а с!стэму яг Р у  -  
атрвманую э яв паваротам на вугал " -e i  ".

9 .1 .3 . АРУЛЬНЫ ВЫПАДАК.
Няха* цяпер новая о!стэна каардынат л* D, jf, ножа быць атры- 

мана са старой с!стэмы каардынат х О у  ларалеяьна переносам 1 
■ паваротам на вугаж «4

■ Пры гэтым О, ( ą , ś  ) .

‘ ■■■ ■ ' ' - '42  -  " ... '

X



Увядаем дапамокную сГсгэму каардынат О, , якая ад- ' -
роэн!ваецца ад старой с !стэмыпара дельным переносам,, а  ад новей -
паваротам на вугал " -  ".•. 

■■■ "Тему ■ ‘

(3)

I х± = ж, cofce -  у ,  iir iu  , ~

\ У* 7 Xl h/lU + У* “н *  •■■■'■ "
(4)

. ’ Х=  зс, cof<i ~ у ,  f tn d  +& ,
i  ' у  = X , Я'пи + CM ci + в  . • ; (5 ) '

Рашаюиы с!стому (5) адносна яг, ; у ,  : , атрымаец вырез новых к 
каардынат пункта М цераз яго старый каардынаты

(яг, ~  /а г-а ) с о и  f  { у -  6 )  fe n a ,
|  y f .»  -  (Х-а)„ tinaC. / y - ć } u > fc i .

. (b*)

9 .2 .;КАНАН1ЧНЫЯ УРАУНЕКН1* КРИВЫХ ‘ ■ 
ЛРУГОГА ПАРАДКУ.

9.2.1. ЭЛ1ПС. -
Азначэнне. Эл!псам называет» мностоа пункта? плсскасц!, для 

каторых сума адлегласцей да двух ф!ксаваных пунктау той жа плоскас- 
ц1, называемых фокусам!, есць вел!чиня пастгянная.болывая чым ад- 
легласць пам1ж фокусам!.

С!стэму каардынат на плоскасд! выберем так!м чинам, каб фоку
сы эн&ходэШсь на вое! ОХ, а вось ОУ. праходз!ла праэ сярэда!ку 
адрэзха оам1« фокусами •..



(6)
• <«.вщуУйвЗгЛМШ» эл1пса у выбранай с 1стэмв каар-
дан«£. Привядаем яго Да od$io простата, вызвьлявчысь у !у ад ради
калку ; ! ~ •■••.. •> ___________ - '

H a t+ c p ij f i  7 £  Лл -  № г-с}* .+ у*

(s c + c f+ y * *  4 й г - Ш  М г -с )л+у*- +  & - с ) * + у г ,

Ąa Пх-с)*-+у1 ' =  f r +с)**,

Ąa / /r-cJ*+ </f -• -  4 сх>
■ ! I ; -

й  Н х - с ) * * . . i V

а 3- (х-с)*- + a * /fz =- < ? f - Ла^ст + с.*хл, ^  ; 

a*xl -Sazćx +а*е*-+аЗу*щ а*~:Ла*сх ■* £**^  1

. (aA-e*-)xz + а л# л -  а*  ( а*- сл) , _ . *
г 4. - - Л ..' ■ .■■■■■■ Ą&—C*- ■ • -..............

3 умовы a > с  вын!хае, т о  a z - c z  > 0  —i»

Тему
a z - c z * g z’ -

*± + l L - i
a*- £ л  .

(7)

(8)

Урауненне (8) называет» канан!чиым уравнением oatnea. 
Тэарэтычнче практыкаванне. Дакаааиь самастойия, штп уряуиатд»

(8 ) рьуназначка урауненнп (б).
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ВнсватлЫ цяпер форму эд!пса (3). . ' ;
Пакольх! бягучыя каардынаты уваходэпць у урауненне (3) тольк! 

у цотных ступенях, то вес! каардынат для такога эл!пеа’будуць вося- 
н! с1нетри1. :

- Пункт псраслчэння босой с Iметра! называецца мантрам эл!поа.
. . Для ол!иса (8) гонтр -  пачатак каарданат

Э. (0 ) jf* . _  х*  f.j. _ £ £  >_=*.

малой boćpm! эл!пса.' а даУжык! адрэзка? OAj I OBj -  вял!кай I малой 
паУвссям! эл*пса. . ; . .

!!-л! О =£ , т о з ( 8 {  вин!кав, вто -•

- 2±  =  i
а* а* 1 ж * * у л  » -л*

Г. эн. мы атрыыал! акруянасць радиуса О, а центрам у пачатку 
кгардинат. - -
. Так!и чинам, екружнасць можна разглядаць як частковы выпадах
ол!пса а роуным!паувоснм!.

Аэначэние. Эксиэнтрыз!тэтам эл!пса нааываецца л!к ’ в  роу- 
ныаднос!не адлегласц! пам!к фокусам 1 да вял! кай зос!: .

- е  _ i c  С ' • ■ ■ -
'  ■ ~ j o . а, *



~:aJ6 —
Пакольк! С с  а , , то £ <  I . 
3 роукасц! (7) эын!кае, што

Л. а- ’ а /  (gj

Пакольк! эксиэнтпыс^тят эл!пса зал9»(ыць ададмос!ны даужцнЬ 
.яго паувосеЯ, то вн з ’нУляеипп хатактэпнстыкай йормы эл!пса.

В1давочна, што чым болыпы оксцэнтрыс!тэт, тнм болью увогнуты 
•*!»л1пс. ■ ■ - ........ ..... '■

Для эл!пса О £ < i  J. ., ć  — .0  , «ал! О -  6. .
Так!м чынам, чым мено эксцэнтрые!тет ол!пса, тым бл!жэй ен 

t M  акружнасц!. • ■ ■
Таардтычясе* ггопктыкапанне. Раэгледзець самастойна дырэктэры-  

уяльнуп уласи!васиь эл!пса.
Ура7ненне эл!пса можно эап!саць у парамстрычиым выглядэе

= a c c s t ,
i ^  -  8

0 6 -Ł <  Л Т - ( 1 0 )

Тэарэтычнае практнкаванне. Пвраканацца самастойна, иго урау- 
гКение (8 ) ^ M I 0) . i

<. i  О . ППЕРБАЛА. ПАРАБАЛА.
ЮЛ. Г1ГИГРБАЛА.

. СIстану каардынат на плоскасц! выборам таксама, як -1 пры вы- 
вадэа канан!чнага ураунення эл!пга



Азначэнне. П пербалпй називаецца мностэа пункта; плоскаец! для 
лкторах абсалютная волГчыня рознасцГ адлегласцёй да двух ф!ксава- 
нчх пункта; той *а плоскаец!, называемых фокусам!, есць ьел!чкнл 
пастаяннап, мекшая, чым адлегласць пам!х фокусам!.

Тады ■■ .■ ■
l t ,~  | с  < t a  *■ Яс о < с ,

, т , -  v(**e)*--> y i  . f \/(z-c)* + y t ,

j r 1- ’iJL{=Ąu | \/(x+e)}-tij£ -  |=.?<5 <*-#►

.. - Уt‘a*c)z + ~ / Л ’*с}*+у* «я1 ± fi< 2 . i
. ■ ’ \  ■ ^ ; j • . 4

Урауненно (I) есць урауненно Ипорбали у внбранай с!стэмв каер-
вднат. ■ ■■ ....■

Тзарзтычнае практимаваннз. Нораканацца самастойна. што визва- 
|.ярчысь у урауненч! (I) ад радикала;, па аналог!I, ;як ! при выпадав 
<анан!чнага уравнения эл!пса!, атримаем раунааначнае <1) урауненнв

х к _ & L -  * ’i -
л * t * -a *  . ■ - (2 )

3 уыовы а * с вин!као, што . с * ~ а л > 0  •=>

с л - а "*■ (3)

Т&му

, 0* <?■*
(4)

Урауненнс (4) иазиваенча капам1чтшм ураУненнеч г!пербалы. 
Высветл!м цяпер форму г!лзрбали (4). ; -
Пакс.’ьк! бягучия каардынаты уваходэяць у урауненнв (4) тольк! 

у цотных ступенях, то вое! каардынат для такой г!пербалы будуць 
восям! с!метры!, а пачатак каардынат -  яе цэитрам.

Талу разгледэ!м граф!к г!пербалы тольк! у першай увэрц!, а 
загым распаусюдзЫ яго на астатн!я чвэрц! па с!метры!.

Урауненнв (4) J ±  ж  ~ - 1  <м>» < - ь -



, '.-Л
- '4 8  -

Длл I чзэрц!

х = а  ^ у = о ,  , < 7 < х , - ? +/*>_ — > у  - * ' r<>o f  f }  (5;

або
^  X  «г -f «?

(5->

t5)f<v(5«), ' /  ■■ -.______
■ Пакольк! пры д*->+ ,«»  / / - - f t  :£ , то, г1перЙ|ла

(5 ), або (5*) пры ą-.-ź+eo будзе|}еабме!твана.’бл1зка набл1гацца' 
да пммой ; =; £&' ДГ якая называема асЫптотай р1папбпяи.

рракавугольн?к са старакамГ 2 d ' 1 2.6: называепна асноуным поа-  
уапугрл4н 1 ком.'г  1 порбалы (4 ). Пры гэткм л Ш  Д ! G называвши 
яа пяувосям!. - . .
I ■ fW m ta пераканацца, ито гГпербала (4) лераоякаа вось ОХ у двух 
пунктах (-4 ,0  ) I «$ ( Д , С ) ,  якГя: называвши яа пяэшыням! i не - 
перасякае вось С/. . • • . ■ '

. Лдзначни, пто при пабудопе граф1ка г!пербалы, спачатку будушь '
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Кал! Q- 4 , твдыурвуиешелЖгерйали

-  Л~.ж-1 < ->  ■ . л * -  и *  •* а *
■а*-- а * г

Такая г!пербала квэывае'ща ро7настапонний. асноТны праиавуголь- 
н!к для яеДудзе квадратам са стараной Za- , яе асЫптотн у  =с*-.г 
будут. перпендикулярны пам!ж сабой.

Ппербала -

(6)

дэе в I £ тыч щ л1к!. ито ! у п1пербалы (<*) назыивепиа спалучанай 
да г!яербалы'(4). Ппербала (6) лерясякае посьОУ у пунктах 8t(0,-6) 
I Bz (0 , t )  " . .

1 Тзнозтнчнао практикапанне. Даказачь с^магройнь, што спалучання 
г!парбалы мапць агульиыч ас’^птоты ! а ^ л ь с ^ н я  адлегласр! пан!ж 
фодусам!. ■ • . 1 -.w"

Ааначзчно. Экслтанттос {тэтам г! ре рвали наэывьеица л! к роунн
аднос!не адлегласи! ппм!к фокусам! к адлогласц! рам!ж яе вяршыням! 

f  _  Je  _
~ 7 Г ~  *-

-  ■■■ ................  1.
‘.Пакольк! « < £  , то f > I .  .

3 роунасц! (3) вын!као, кто
у * е* ł ' * W

Пакольк! эксчэнтрысТтэт г!пербалы аалежыць ад аднос!ны старой,., 
асноунага прамавугольн!ка, то ен характэрыэуе йорму г!пербали. 
Тэарэтымнае пдактыкаванне. Рйэгладзень самастойна дцрэктарняльную 
Уласи!васць Нпеобалы.

Урауненне г!пербалы мокна зап!саць у параметрычным выглядев

Х - й . с А 4  *  Л  е ** — , ,
■ +  — Ф&ль'б < *0 V

у  * 6  • (7)

* ш £■)*'**•***“ ' , ( 4 > ^ Ч 7 ) ;
10.2. ПАРАБАЛА.



Азначэнне. ПьрабалвЯ -^шммищамиостьа дуактау плоскасц!'; для 
' каторых адлегласцк да сЯксапанагзпункта ^оЯ «а плоскасц!, называв-' 
мага фокусам, роуна адлегласи! да ф1кгяпанаП прамой, называемая 
дыпэкттсяй. . . .

С!стэму каардынаг на плоскаси! выберам так1м чьжам, каб адна 
з вооей кэардына? была паралолька днрэктрыео, фокус няляжлу другой', 
вое!, початак квардынат дзил!у паполам адлзглаоць пач!х фокусам ! '

(8)  .

‘ Гота ! есць адшукваемае уравнение. Узвядэем у квадрат пбедэьве 
’яго части1 ■ :

-  рз' *■ y ' -  х * *

(9)
Урауненне (2) наэываецца канан!чным ураУнечнем парабалы. пры 

.гэтым , ч
: Граф!к парабалы (2) пры /э> 0 раэкешчан у праваП пауплопкас;;!, 

.а пры р< С -  у левая.
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Аналаг1чня паряпалп Лру при р> 0 рпзмеачанауиерхняй
пауплоскасц!, а пра ' р< О -  у нЮТяй.

ЗаУпага. .■ Адзначым. дгго чл!пс. г!пербала ! парабала нпэываоица : ' 
каканТчннмГ.кривым!. пакольк! 1х кожна атрымаць при слчонк! кругаао5» 
fra конуса пласкасцчм!. (высаетл!ць самастойна, нк при г&тымпвМн- 
!Ш размяшчацца сякучыч плоскасц1 адносна кснуса).

10.3. УЯУДЕКНЕ АБ АГУЛЬНМ УРАУНЕНН1 КРИВО.-!
. ДРУГОГА ПАРАДКУ. ’ •

На плоикасц! ХОУ разглрдз1м уравнение

l x J Cjfi  ч- Хк'у + Т*- О , (10)

дао’усе каэф1цыенти -  рзча1сныя л t к I .
При гэтым ч- в л ч- С* -PO v тады урауненне (10) мази-‘

ьаеша агульным ураУненчем кривой другого парадку.
У прнзаткасц!, кал! ■$' гэтим ураУнонн! В» 0 , р . эн. адсугн!чао : 

здабитакбягучыхкаардинат, тс лио моха бь.кь перауяворана у каиан!ч- 
Нае ураунснно шляхам зилучоння поуних"квадратау па-хо*най змсннаЯ •
!. паралольн'.гз переносу сIстами качрдыньт., При В £ 0 параутпар-'нше 
Ураунення (10) да кянан!чкага в'игляду патрабуе больш складаних на- 
каганняу. . _ -

- и г -ураукистЕ' таоашздг-уагохмЕРКАй ::?аглоры. 
Уг гА м с т й ^ ^ (а нс-Д1^1аьх:{(яроУНА(яа?. *”

I I . Т. УРАУН?ЛНЕ П?ССКАС1:1 Г: ТрЬх?«ЕРНАП: МРАСТОГо!
.. ...Выборам у Я3 прамагуголытя с!стому каардднат. СтачсИпча.
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:• nnócKB,cu\'/Q r у лрастори палкам яиэначаецца, кал! в яд омы пункт • 

М р ( хо, г£) £ О  '! ненулнвы вехтар 7Z = ( 4 ,  в .с ), перпен
дикулярны плоскасц! Q  \  як! называепца нормальным векторам гэтай - 
нлоскасп!. ■ ■ . ,

. Тэгрзуо. Усякия плоскасць ^  у трохмеркай лрасторы визначаеп- 
ца уровненном перхай ступен! односна бягувдх ка^рдшшт^ , ^
: Доряа- Виверам на плоскасн! Q два пункты:'ф!ксавакы 7^ы(#,$./ 

! эменны H(v. у,г) . Раз глада Ы вектар Ыёк = (х-Хс, (j-t/*, г - Ze) " 
Пакольк! - л * т о  1х скалярны здабытак (??• н7й  ) -  0, або- 
цераз каарданатк 8ечтарау-мно*г1кау ‘ .

■Л(х-Хо) +■& /#-% ).*  С У г - * Л » 'о  (I)

Уравнение (I) есш> урауненне плоехаспТ. якая прахоязГпь поаз 
пункт Но (г*е,Це,Ло\ . а нармальиым нектара* Л ^А .В .С ). :

Перап1иам урауненне Ш  у выглядэе- ■>
+ (2 )

дае 9) =г -  Ухе -  Bfi, -  С*е  .
Тоярома доказана.

- Урауненне (2) казываенпа агульным ураУненнем плоскаен! 7 трох- 
' мерцай прасторы. . (

Падкрэсл1м пры гэтым, штокаэф1пыенты пры бягучнх каардынатах 
: ва урауненн! (2 ) есиь адпяаедныя каардкнатн чармяльнага вектарз 

'Я -  (А,3 ,0 .  " ........



Т за т т ычнаа позктыкапанне. Дзказапь гампстойна адчаротную тза- 
рзму: Усякэа уряунекна псргсай ступая! адносна блгучых каардынат 
ыьвначае у трояморнаЯ праоторы некатярую плоскаелъ.

РаэгдедзГи пяпер частковыя выпада! ураунеяня (2); 3 (2) ^ >

1. 2>-Ot Л Х + б у -г С ^ х -О  <*=> O fa p .l')  6  <R.

2 .  Л*0 , тхО 7? - fO, в,с ) <=> ci II Ох :  V

3* Л -О, В ~ 0 . С г+ Я -О  •*-> л**-(о.О. с ) <*■*> QH X оУ ^> Qj_ О'. 

4. Л ф О , В  &(?, С+О, ’Я-ФО, ~jfx •*■ B y*  С z  =‘ г  $  *£-&-■ '

л
я  я  

в - '  V '

J L + J Ł + U ~ J .  
а  в  - с.. ■ О)

- : УпаГнснне (3)иазивае:ша ТоаГиением плоскасп! 7 адтдзках. дзе 
0, 6, С -  вол!чыя! аддээка?. адрявдеыых гэтац’ пловкаецю яа адпавед- 
иых каярдынатных восях.

*
е.

П .2 . НАРМАЛЬНАЕ УРАУНШЕ ПЛОСКЛСШ.
АДДЕГДАСЦЬ АД ПУНКТА ДА-ПЛОСКАСШ. ,

Кал! у лкасп! нарыальнага ьектара плоскасц! уаяць адпаведнн 
яцу едэ!нхавы вектар, або орт вехтара 7 = (А,В,С),

Г  _ ( ___ * _
в~ мг i "А и*+в*+

в
т * ’ ‘ У>*т- 8<*-С*г / i

,  с '
' / у 'с б Ч С 4 /  .

то у гэ тш  вупадку кы атрыыаем нармальнае уравнение плоскасп! - 
/йГ« =  о  , яков цераэ каардшаты ввктарау-вио*н!кау зап!-

в з д » . . - ■ V." ■ '■■■



Нармальназ ураунэнне плоскаец! (4) зручна кккаржтоувапь иры 
зняходиинн! адлсглвси! f/ ад пункта к, f r , ,  u,t г - )  д а ""
ггл.«каец[ ф  . ; ■ Wi ' . . ; .

У)
U

В!давочна, ото
•• V • . Г • '■ ■ ■ ■»*-» I - \ Л‘

j z ! ( i  I ( Z ,  ? ~~
1 1 4e • • "  ,• »

I Л х ^ & у ,  ГСг,ч-Х ){

■Ja * ■+ в* ■+-с*~' r (5)

Tfii:lM чинам, адлегласпь ад пункта да плоскасп ' роуна абсалпт- 
най вел1чын! вин!кя падстаноук! каардннат гатога пункта у левую 
чагтку нармаванага ураукення плсскасц!.

■ Н .З . УЗАШАЕ РАЭМЯШЧЭНН1? ДЗВПХ ПЛ0С.ЧАС1К?.
■ ЙУГАД 11АМ1Ж IMI. •

Няхай абедзве плоскасцГ Q1 I зададзеиы сва!м! урпунен- 
nasij: ■



3) Вугал пам!ж дзвома плоскзспям! визначаенца як пугал пам!ч! 1х у 
насмальным! пектарнм!. Тану з ;уласц!ваопсй скалярнага здабытку век- 
тарау атрымаем ■ ■

',7'. _ _ Л  &  Г*_ ______

**• ’ W 5F & - т
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I I . 4. УРАУНЕННЕ ПЛОСКАРИIу ЯКАЯ ПРАХОДЗЩь ГГРАЗ ТРЫ - ...
* v  Vv-r-'. ; ПУНКТЫ. • \

НяхаЯплоскасц! Q належиь тры.ЭДксаяачых пункты §.г;,^ |(г ,) , . 
ty  (я*.#!. i-з. ) .  ty t ‘T3.yj. V j ). Возьмем адэслькы пункт M(x,y,i)cQ.

Разгледз!»: вектары ty М = (/-т-аг-.,, </ - у , , г - s-t) > , . ■
/ t y M i  =(Xi-X>, $1-Ни *,-■?;). й,М,~ (JTj -Х, , у.-I/,. - z j  - г , ;

Гэты.я вектары компланарны, таму !х мяшакы здабытак роукы ;н.улю. ,

(мЯкнЛк tyty =
д - а - г
Яi  " Я 1

У - У ,  г - , - ,

М '  . г- * 'г » (9У

Урауненне (9) 5 еоць урауненно пдоокаец! Q  , якая праходзтць 
праэ трк пункта.

i i . 5 . i длмьтччы сзнс л щепных нчроунаспиу. . .
Еадома,- тго~л1нейнацу урауненнь . .У*» & у.т.С*-:0 .'-:: ••.•иа'Плог- • 

касцi ХОУ, г .зн . у.праетсры .i?A: , вдпапядае прамая з  ньрмалькым '■ 
. нектарам Я* (А;В), -якая падзялле плоскасчь на лаве чаегк!, : кож- ■ 
кая з, которых - каэы.'оепнапатпяссктю . . Та*у няроунаоц! jf* С $ О  
( < 0) внзяаиапп.ь адну з дзвох паупласкасцей. :Напркклад.. нчроупаопь •

М   ̂Зу -Ь & С . (10)
вызначае пауплоскаеаь о гран!чнпй драмой '
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т  tf- j
i J y - 6 - 0  j  Л ~ 'Ж

Ийроунасц! ( 10) задавальиягаь коэрдкнати либых пункта?, ях!я 
• 31Щр^э^ица у опптрыхазанай вобласц!^ г .эн . н!кэй премий Лг*^-£»-г> 

а)?,?.'.еДг.иалря|ачых. • !' - . ;-,.j > '; '  V
.-Ярдом* та'ксама, вто д|рейкшу урауиошш а трыма амоюшм! -

1 | . ( I I )
Уу Tąóxi<apnan праотори одпавпдае: плоекзсм> о нярмальным рактарам 
, 7£х-1к,В,С). Плоскасць ( I I )  падзпляе усю прао'тору ка дара 
ча&тр^, кожная а каторых назыпаеццз патпнястоозй. .

падртзноуда у ураунепне ( I I )  хаарданаг адвояы|ара пункту 
мм^атрымаем, иго або. , '

О . а б о  -A e + b y .+ f*  -f&  > 0  ■

Сама.плескаешь'-(IX) мака быць адиееена да любой паупрасторр. ' '
Пы* аналог И , плоскасць у- «. -мерная-г.расторы Rn або г!пег>-, 

плоскаонь. а нармальным вехтаргм* JT*‘ ( « ? « « . . . ,  / «  ) вызначаеп- 
ца роунасцю • ; ;

J\JCf + я* +:••• •*!■' <Дя Яп  ̂ :

Ппорплоскаодь ( 12) падзяляе л  -меркуо прастору JP« на дзве 
части!, крякая зкаторых каэываецца паупрасторай.

I у гэтым выпадху прв падстаноуда у ураукенне ( 12) каарданат. 
пункта М (.г,, * j \ , Хп ) .му атрымаем.адмоуну» або дадатнуи эед!- 
чыню ц! нуль, . v •

i - Так!м чынам| кожная л!нейная кяроунасць односна бягучых каар- 
дынат Геаметрнчна уяуляе паупрастсру вдоаведнай памарнэсц!.

/



1 2 .  ПРЛИАЯ У ТРОлЬьгНАЯ ПРДЭТОРЦ. УЗЛЕУИА5 РАЗМЯОЧ5ННЗ . ' .
ПРДЖХ.--ПРДИОЗ:.1 ПЛОСКАСШ У ТРОХМЕИКЯ ПРАСТОРЦ.- . .

12. Г. ПРАРАП У ТРОХИЯРНЛЛ ■ ПРЛСТСРЫ i 'i  .
2ибзр.' u у  трохмэряай ".расторм прямоугольную с 1стэму коорди- 

■ ,иат.- У агульнчч вчглпдзе прямап у задэенца як пррпсячз’нке дпух 
плойкаспчу - i

J  Л}х  -i- J /ft + С, %)/ - 0 , 1'
. J ^ . . r  1- Bjtj + Сл  г  1- Я>4 - р  - | (!)

Еудзем яГчиц», его
ч*= ~  (* 4 t .  J S Jt А Сл ) ,  А - У с л г г е ,

_ г . з и .  сто абедзьво плоснагм! сапрауды порасякаюгда;;
Вцпадзсм друг! л а!ди урауненни прямой ( ) ,у праоторц Rj,
Апнячопко. Усяк! неиулпаы пектар с?= {£’,<?/ \л.  ) , ук! пнра- 

лелыю правой { } ,  пазаааицца наМноУваю'-а-'у пек?пр.чм гэтаЯ пра-

7  =  Ъ> *" ~i• о ' , -6 € R  .
• -  •. /  ’Ш

Ураунеино (2) называвши взктаьным уравнением попкой1. (Ж--й 
У грохмернаЯ опасторы. -- ---



<-Ес|:тар)1аЛ.*ро7надц1;^2)>адппояда1пць тры каардынатнкх poyHaciit

\ у  * Р а * * * ' -  (3)
/ г  = го f  <л  * •

ypąjiiełnjJ 4(3)‘-y^Pac.TÓpti. ^5 наэмваюцца парпметрнчним! 
•?яа.укення1.Н'-?-прямоЯ̂  якаД-пр^ходз!ць проз пункт ( хс, )
з»нч,к£ррупоючш^вект.ар/щ- а?.р •<•■ € , ' м . \  п. ). .

Адзнач№-1,>^сто парг'|мРтр'ични'м1 урэуно|Шям1 (3) асабл1во эручна 
карьгртяииа*.калik .патрабусшцА знвЯсц( пункт перасячзннп дадэенаЯ 
прядай, о . некоторая лдрскасцю..

Перап1вам ■чяпор1уряунснн1, (3) '

(3*)<б=>(3)

' ' Па'кольк'гправня. частк1 с! сто мы (3’ ) роуны, то роуны 1 1х ле- 
выя.маоткГ.

T^Zo  _  ^ -jfc_ _  г -  2с
Р "  J/1 п- ,

■ - - (4) .

Урауненн! (4) у прасторы ^3 назЬшаюниа нанан1чнш1 УраУнення 
м! "прямой.- якая праходз1ць праз пункт Но (яа у„ , гс ) з нак!роу- 
вапчмм нектарам • 7?- ( t  %т  ,  П* )..

Пакамам цяпер.як ад агульннх урауненняу прямой у , зада 
ных с!стомай ( I ) ,  перайсц! да яе кананГчных урауненнгу (4).

Нчхай праман •( «ч. ) задана у агульным аыглядзе с.1стзмагг ( I) . :  
Для таро, каб знайсц! •каардыкаты пункта Н0 { *?, у*. гс ) в . ( 
зроб!м наступнав: адной з бягучых каардккат прыдадэ1м ф1ксаванао 
эначэнне, напри клад а = 0 ;затым рашш с!стзму двух урауненняу э ■ 
двумя неячдомым! I знойдзем астатн!я каардыната пункта Но .

' УякасцГ няк1роуваючяга;вектара-прамоЯ ( «£.V мокна узяць вок- 
тар вохтарняга эдабытку нармалыдах вектарау порасякаючыхся плосжас 
цяу ■ ■-

■ \\ Ьи : ■ :

р  /п
- I  F ; s -  z-о.___,— г-. -  -с/* V»* п .1 "



Тым самим ми ад агульных урауненняу прамой у пнглядэе (I) 
-зможам перайсц! да яе капан!чных урауненмяу у виглядзе (4).

■ ■ 12.2. УРАУНИМЕ ПРАМОЙ У £} . ЯКАЯ ПРАХОДЗТЦЬ ПРАЗ '
I :.-л- два п у н ш . ^ ;ó .<

Няхай HifTi , j ( t ,4! ) &( X) f H jfc* ,р .* л )  6 I* ) .

тады а ?= j / j f c  =  f a - ? u р  ~ р , *л ~ J i )  •
Таму канан!чныя урауненн! адшукваемай прамой зап1шу:ща у выглядза

Я-*/ _  у  -У / ^  ~уГ- г ,
Aj -X , ~ р - р  ' (5)

’ ' 12.3. УЗАЕШЕ РАЗМЯИЧЭННЕ ПРАШ У ТРОХМЕРНАй ПРАСТОРЫ. ■■
: Няхай у заданы дз ве прямые ( У7 ) I ( )  сва1м! кананГч- 

иым( урауненням!:

/ У , 'Г  £ ^ - ' -  -  ~'У.1 -  */’  = ( Ъ / ' '* ’ , » * )  А
'• *  е, . щ . *■>

/ у ) ; ,  л * - *  -  -  *7* L &  -  VQf,/ Ъ ,  s itJ i
А  * ■ ■ +  . J M .  . . . У ? J  • • • . .  .. i  •...

J t , (г ,, у „  * , } * ( * , )  <**. ** )

И х ’ ИТ
Уповай первсячзния прямых ( J» ) ! ( Xt ) будза камллайаркасць 

ааитарау iT fa  • <>? • • г .зн . 1х мяшаны эдабытак
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*Л~** * Л -* !
ł»i Hi

« л
(6)

’ ^дзцачьм, nrro для иаралельнц?с пра«ых у?ло1за Ч0) такяама шкои-. •
■■ ЗЗС1ЩБ* ■ ■.:■■.* •. - . v .■ ^

Кал! ро^насць (б) не сыконаасцца, то J  Ж 3 прамкя («# ) I («&) 
хпчУПраккчт. . ■ 1

НяхаЛ: ■ . v. ■ : • •••

i ,  i i ,  «, | 4  4 *  ■ ,

/ , 1 Ул  4Ф - 4 ? J .  а* < г>  а г я ^ - О  е ,О + & ,м ! +//гЪг1!0 '

12.4. УЗАЕУНА5 РАЗМЯЕМЭКНЕ ПРАКОЯ I ПЛОСКАГЛИ У &з .
Кяхай правая (.«£■■) I плосхасць/?  заданы наступнкм! ура^кекнл- 

м1: •

№ )’’ ~ г ^ ~  ~ 5р - &( t tk

7 г С ) .£р:  у S y  -t-C-г i-*b **0

Тады: . '

«У И Q  а * и л *  <*■»*>■ А  € -г e>/rj-t С/i - О ,

X  ±  О  Ъ  И Х  «=*► j -  - J -  -- f  -  •

Вуглоя пам!ж правой («? У t плоскасгпа 6? назотаеаца зугал 
пак! ж. прамсй (,£  ) I яе праокцынй ка пхоскасць Q

. . .



i - : i г - Л . * i _

' ■ * ' * '  =.  W  f f -  W  -

Д и  тага,' каб прайм ( •£ ) анахода'лась у плоскасп1 6? , не- 
вбходна » дастатиовя, каб.мконвал1сь наступныя умовы:

{

4 * *  » * + * * , + » * 0 .
£ С  +  6 Jn +  Сц  *■ о

12.5. ДДЛСТ*ЛАС1Д> АД ПУНКТА ДА ПРАЙМ У &  .

(7)

Тзарэтцчнав практика amma. Вывеси! саыастойна формулудля эка- 
ходжання адлегласцГ пам1к дзью«а прамым! у .

1 3 . ШАН1ВДНЯ_?Р*ЛШД)| ПАВЕЙМЯУ ЛЕУГОГА ШРАД0Г У - . - 
1 3 .Г .ЭЛ1ПС01Д.

• Канан!шав уравнение м!|»о1до у прамаеугольн&й с!стэмв каар- 
дннат мае я!д .

х*- У* j- = г  —— *  -ГГ--*7■ а* /■* с*
( I )

Каб .юсмтх!пь форму эл!осо!да I друг!х памрхняу,выкарыстаем



;$Ьтад паралельн'ых сячэннпУ. Будзсм разгллдаць сячэнк!- эл1псо1да 
Нйоскасцям!,• ларалельным! каардынатним ллоскасцям. ' V , 

Няхай г - п  хО ц  . тады

f ' ■ f  г -А - . -

’ —• tf-Ł . . "г ■
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i а~ ‘

:Лпрап1шам другое о урауненняу системы

^  / -  д* £■*

д * (■ !-* '% * ) 6Л( 1 -  **/сл)  ,
-  /

’■ Пры lf’.l< C  у сячэннГ эл!псоГда плоскаснм źf-fA мьг атрыма- 
см зл!г.о з пауиосям! . a# =  a /■t-"-l/c< , -  S / 7 - ^ / cj. ' .

Лры /i -£> поуяос! эл!пса сячэнпп будупь наибольшим! а^ - О ,  
С* = 6 . Пры f  I L i  —*■ с =>  а * - + о ,  е* -*  о ,

Ч9Л1:‘Д 1.*С-.»-. ‘ то у сячэнн! -отрымасм эл!пс о нуляпим!*паупослм!, . 
г» зн. плоокосн»- г  -  -  с  - латыкаюцца да ол!псо!да
у пунктах ( У, Р , ^ с  ).

• Анолаг'чяая карч1яа будэе атркмл!запца.пры сячэннГ эл!псо!да ■ 
плоскасцям! у  =• h, II х  О-х , jc ■=• к. И у О *  •

Тану эл!псо!д,' як! зададзены канан!чнык урауненпем ( I ) ,  мао 
у наступиую форму



: Пры готам л1 к! а,  в, с- называрцца паупосям? ол!псо!дя.
■ '  3:ураунення ( I)  выч!кае, пто ' x l sa ,  lfl} 6 ё, ] г  1& с,  -  

Пункты ( ± 0 , 0 , 0 ) ,  ( о , ~ е , о ) , (о .о ,
налачаць эл!поо!ду 1 маэызаш;!’» яго вяршыннм!. Кал! о -  6 -  С~ 
тпды эл!псо!д (I) иераутвараецца у сферу х *  + у*- у 
г. он. сфера радцуса Ł ч еснь чаоткопы выпадак эл!псо!да а роулым! 
паувосям!.

' 13.2. Г1ПЕРБАЛ01Д.Ы.
13 .2 .1'. АЛНАПОЛАСЦЕЕЫ ППЕРЗАЛ01Д. - '
Каман!чнае урауненне адчапсласцевага г!пербало1дь мае в!д

ar* ___
ą* * g-i c* ( 2)

Рязглсдэ!м яго сячэннХ плоскасцян! г  ■= h. Il х  О у

( Г
6Л С* <?*

Пет>ап!пам другое а-урауненняу с!стэмы
VДО* j

a * f i+  AVc*) * у г + АУ с * ) .
i .

3 готай роунасц! вын1кае  ̂ сгго у еячэнн!’вднаполасиевага г!- 
(1ербало!да (2) плоскасцям! •_ е-»Л. мы атрымаом ал!псы а паувосям! 

а + * т А  Vi + *Ус*. ’ , ó*  -  6 //*■ **/£л '.  i 
г...•..-•'При -ЦтО у еячэнн! атрымаем сами малы ал!по .а паувосям! :

а* = а , 6* -  ?
Пра Ш -+ * °  4+ -+■<*>, 2+
У еячэнн! паверхн! (2) плоскасцо-Г^А атриыаец г!перба-_.‘

ЯУ
•• л ± ’ -

У*
гг / ,  

С<■

як<.я перасякае вось ОУ у пунктах ( О ±8, О ).
- Аналаг!чка, у еячэнн! паверхн! (2) плоскасвд» ą.TPPft.

ем.. г.1пербалу- •



' .У й* 'С*. ‘ 
якая перасякае вось ОХ у пунктах (± а.Ь ,О ), л

Ззурагп. Адзначым, што алнаполлсповы гГпербалоГд д’ятлгетта : 
л_1иейчагай паперхяяй.' т .  он. ен ножа быць атрыман влрчэннгм адной : 
э дэвюх прамых л1н!Я. вакол некатарайвос!. : ■; ' •

13.2.2. Д8УХП0ЛАСШШ Г1ПЕРЕАЛ01Д.
; Канан1чнае урауненне двухпаласцеватаг!пербало!дамае в!д -

Л i  ,  J ? -  £ ±  —  1 .

* *  - * *  с * О )
РазгледзЫ яго сячэнн! плосхасиям! г *  A. i  хО у

-  *  1 1 '  г *  ,  ,
V  ** 7 * Л*- 6*

Пврап1вгам другое з ура/ненняу с1стэш
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'3 гэтаЯ роунасц! вкн1кае, што пры "М/ < ł  ' паверхня (3) ! 
плсскасць г * А -  не перасякавцпа.; Пры — а * - 0 ,
г. эн.' плоскасц! г  =• ± с . датыкавцпа да паверхн! (3) у пунктах 

/ е ,  о, ± е ) .
Пры I&!> С. у сячэнн! двухполасцевага г!пербало!да (3) плос- 

касць г -fu  мы атрымаем эл1пс з паувосям! а+ ~ и 
■$f.a &■/*%*-./ '  • ’Пры lh i~ r  ?o . -£• а-.* -г+ <*>, -».«»:

Разгледз1м сяч-нн! паверхн! (3) каардынатным! плоскасцям! рс^о  
I у = 0  . '

Пры х * 0  мы атрымаем г 1пербалу

в*
I Ż
6*-

3 вяршын.ям! ( V, О, ±  с )  .
Пры у - О  тэта таксама г!пербала '

\  X Ł * Ł _  ■ j  : . Я*'
а*■

1
а *  ~  *

з вяршыняь! (о. О, ± с ) .  '
- Таму аднаполасцевы г!пербало!д,як! зададзены канак!чным урау- 

неннем (3),  мае у Ą  наступную форму



. W

13.з..:'Ш!Усн.
Канан1чкае урауненне конуса м аев1д '. 

^  ¥ г 2**■ --------- —  =•£?
а *■ $*■ с*

Разгледз!м сячэнне паверхн! (-4). плоскаС1ло
'  (4)

' -f-

ff*- - о

■7*

,-г.

г.*- г -  г * -

Гэта/дзв^ пракыя, гк!я первсякаюцца у-пячатку каардынат 
Аналпг1чна пры ■ : "•

-  * <й-> л  -- S  £ -* ■

У сячэнн! павархн! (4) плоскари»■■■■■■«.*■£> атрымаем эл1пс

Л 1  -  A t
А*- 6*- . C‘Ł

з>паувасяч1 А * = a - l k l  / с

При 1 L l  ."•> <» <5V :
Тему конус (4) мае у R j  наступнус форму
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Заувага. Адзначкм, што воссю о!метрыt конуса з ’ луляеица тая 
аось, бягучья каардыната який энаходзЬща ва урауненн! са знакам 
"м !н у с \
:-У-, 13. 4 . ПАРАЬ/ЛО!ДН. - г  Ч у ’.У:: у , у У .■ Vy;:y  У "

- 13.4. i. элштычны царабалотд̂  » L * *
Канан1чнае уоаунённе чл!птычнага парабало1да мае;в1д-~'

Р = ■ — • +■- i — у  "* -р >0. п >0 '
~.р s ę  (5)

У .сячэкн! паверхнГ (5 ) плсс.каещо х - 0  атаымаем парабялу 
*  -  • . При / - &  гатя тяксамЗ парабяла л - л ^ / Л ^ -
У О 'чиш ! паперхн! (6 ) плоекьецю +Q  • атркмаемэл!пс

э пауаоеям!.' О, - \lApti , ' £ * - " I ' I j h  , ■ »
fi со —J» 6+ —Г СО , i  ̂  х  ■
; ' Пры h  < 0 . плоскасць>■* I паверхнп (5 ) на перасякиюп-

ua.Tai.Qr зл!птычны парабало!д (5 ) мае у наступную форму

Заувага. Воссю с!метры1 эл1птычнага парабало!да э'яуляеица тая 
вс'ь, бягучая каардыната якой эноходгЬща ва урауненн! у першаЯ 
ступен!. , - - - -
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13.4.2. Г1ПЕРБШЧНЦ -ПАРАБАЛ01Д. ■
Канан1чнае урауьекне г1пербал!чнага парабало!да мае в1д -

2  =• -  -X— , Р 4 >&•
*  * *  . (6) •

РеэгледзЫ сячэнн! паверхн1 (б) наардынатнкм1 плоскасцям! ■ I .
. !м п а р а л е л ь к к м ! .■■■■:,■ . .
• •-итр»маем

---- -------- У— = 0  <$=>• и ^
i/> • ■ * • ~

Тэта дзве прамыя, ях!я перасякаюцца у пачатку каардынат: • !' ,
’ Пры у = 0 , ... х*~ -  готапарабала з гал!нам1 у верх у

плоскасц! х О г  . Пры х - 0  -  rata параба-
ла в .гал!нам! ун!з -у плоскасц! • Няхай ш̂ -Ą., А х о  тады

_ £  -  гэта г}пербала, якая- перасякаевось Ох.

v  . ■ Пры *.=• /4, А < 0  .  у сячзнн! атрымаем г1пербалу.
I k l -  x *-/jtp +  ? л/л$. " \ якая перасякаа вось ОУ. Ул!чыушы гата,' 

можна пераканацца, шго г!пербал!чны парабало1д (б) у ■#?} мЬе выгляд ’



- 6 9  -  ' •_''
Зяупьгп. i ^ u n u w .  inTo г 1пепбал!ч,иы папабадо*д з ’яУляетш л!иеЯ 

г . ьн. рп мока быль атрцман сяглэпнем адлоП я дэг.вх 
прамнх л 1н!й рчкод ивкатарай a o r t ,

п .ь .  щлп'.й'И-
а а Г н г р . а м п д ц . .  • • • >

Канон1чна<* уьяуигннп

'■■■*■■'  (7) ' -

13.5.2. liwMwtp ПП??Г>ГЛ1Ч?Ш. 
КппгшРтао урлужшна

(8)



. . I3.C.2. 1ДШНДР ПЛРАБАЛ1ЧНЫ. 
к'-' Каиан!чнав Хра^явнна , »

. йаУпага.У Адзначш, што кал! ва урауненн! паверхи! J  ^  алсуу- 
н1чяя алия а бягучих каавяштт. тоды гэта будзе УраУнэшге пылIнд- ‘ 
тачнай паверхи!. для яко* утваральная паралвльна »ой восГ, каарда- 
ната каторай едсутн!чао ва ypayiieimt, а к1ро|най э ’яуляецца дадзо-' 
нал я!н!я. ;

На-оаканчэние привядаем сп!с л!?аратури для паглыбленай сама- ■ 
стойиай прапрацоук! матэрыяла па-гэ?ай тэы е..
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